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1. Uber einige Fälle künstlicher Doppelbrechung 
in zylindrischen Körpern; 


von Walter König. 


Inhaltsübersicht: 1. Die Versuche. 2. Allgemeine Theorie der 
Doppelbrechung bei ebenen Spannungszuständen. 3. Die allgemeine Form 7 
der Lésung fiir den vorliegenden Fall. 4. Die Randbedingungen; erste iy 
Annäherung. 5. Die Randbedingungen; zweite Annäherung.: 6. Die voll- 
ständige Lösung durch Reihenentwicklung. 7. Die allgemeinere Lösung N 
von Clebsch. 8. Vergleich der Theorie mit den Versuchen. 9. Die Ver- | 
biegung der Endflächen. 10. Andere Randbedingung. 11. Praktische i 
Anwendung des Verfahrens auf andere Probleme. Die mittlere Aniso- 
tropie des Zylinders. 12. Zusammenfassung. 


Vor zwei Jahren habe ich in der Festschrift fir die Herren 
Elster und Geitel!) die künstliche Doppelbrechung be- 
schrieben, die in ringförmigen durchsichtigen Körpern auf- 
tritt, wenn sie einem allseitigen radialen Drucke von innen 
oder von außen unterworfen werden. Ist der durchsichtige 
Körper ein Vollzylinder ohne zentrale Durchbohrung, so 
können Druckkräfte auf der Außenwand künstliche Doppel- | 
brechung natürlich nur dann hervorrufen, wenn sie nicht 
allseitig radial verteilt sind. Dabei führen diejenigen Fälle, 
die sich einfach verwirklichen lassen, zu recht verwickelten 
Verteilungen der inneren Spannungen in dem Zylinder; so | 
z. B. der von H. Hertz theoretisch behandelte Fall, daß | 
zwei entgegengesetzte Druckkräfte an den Enden eines Durch- 
messers einer kreisförmigen Scheibe angreifen.?) Bei Gelegen- | 
heit einer Untersuchung ganz anderer Art habe ich ein Ver- 
fahren gefunden, um sehr einfache Verteilungen von inneren 
elastischen Spannungen in zylindrischen Körpern hervorzu- 
rufen und mit Hilfe der künstlichen Doppelbrechung zu unter- 


1) Arbeiten aus den Gebieten der Physik, Mathematik, Chemie, 
Julius Elster und Hans Geitel gewidmet. Braunschweig 1915. p. 368. | 
2) H. Hertz, Schlömilchs Zeitschr. f. Math. u. Phys. 28. p. 125. 
1883. Ges. Werk 1. p. 283. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 52. 36 
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suchen. Darüber soll im folgenden berichtet werden. Ich 
will zunächst die Versuche beschreiben und danach ihre Er- 
klärung aus der Theorie der Elastizität entwickeln. 


1. Die Versuche, 


Wenn man einen kreisrunden dünnwandigen Ring aus 
einem gut federnden Stoffe — Stahl, Messing, Zelluloid — 
durch Druck auf zwei gegenüberliegende Punkte seiner Wand 
ein wenig abflacht, so nimmt er eine annähernd elliptische 
Gestalt an. Ein so deformierter Zylinder — ich habe dünn- 
wandige Zelluloidringe von einem Durchmesser von einigen 
Zentimetern und einer Höhe von ebenfalls einigen Zenti- 
metern verwendet — wird mit seinem einen Rande auf eine 
horizontale Spiegelglasplatte gestellt, auf dieser mit Kleb- 
wachs außen herum festgekittet und dann mit einer passen- 
den Gelatinelösung!) so gefüllt, daß die Gelatine nach dem 
Erstarren noch etwas über den oberen Rand des Ringes hinaus- 
ragt. Diese obere Fläche der Gelatine wird dann durch Auf- 
drücken auf eine in kochendem Wasser erhitzte Spiegelglas- 
platte eben geschliffen. Nach abermaligem Erstarren werden 
die obere und die untere Glasplatte vorsichtig abgelöst. Man 
erhält so in dem elliptisch deformierten Zelluloidringe einen 
elliptischen Vollzylinder aus gut durchsichtiger Gelatine mit 
ebenen Endflächen. Wenn man nun den Zelluloidring aus 
der Druckvorrichtung, die ihn in der elliptischen Form er- 
halten hatte, herausnimmt und durch passenden Druck in 
der um 90° verschobenen Richtung oder noch zweckmäßiger 
durch Einschieben in einen genau darüber passenden runden 
starkwandigen „Messingring wieder auf seine ursprüngliche 
runde Form bringt, so nimmt auch der Gelatinezylinder runde 
Form an und zeigt nunmehr eine sehr eigentümliche Doppel- 
brechung von ganz einfacher Form. Zwischen gekreuzten 
Nicols in weißem Lichte zeigen sich die Interferenzfarben 
als konzentrische Kreise mit der höchsten Farbenordnung 
im Mittelpunkte des Kreises und der niedrigsten am Rande. 
Für dieses Auftreten kreisförmiger Isochromaten muß aller- 
dings die Bedingung erfüllt sein, daß die Gelatine an der 
Wand des Zylinders festhaftet. Denn die Gelatine wird bei 


1) Eine für solche Zwecke geeignete Zusammensetzung der Gelatine- 
lösung habe ich früher beschrieben: Boltzmann-Festschrift. p. 832. 1904. 
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ihrer Deformation zwar in der Richtung der großen Achse 
der ursprünglichen Ellipse zusammengedrückt, in der Rich- 
tung der kleinen Achse aber gedehnt. Hier treten an der Wand 
Zugspannungen auf, und es geschieht leicht, daß die Gela- 
tine hier abreißt. Besonders an metallischer Wand haftet 
die Gelatine schlecht; besser an Zelluloid, besonders wenn 
man die Innenwand des Zelluloidringes unmittelbar vor dem 
Eingießen der Gelatine kräftig mit Alkohol einreibt — ein 
Kunstgriff, den Hr. stud. Brauneck bei Gelegenheit solcher 
Untersuchungen in meinem Institute gefunden hat. Auf alle 
Fälle muß man darauf achten, die ursprüngliche Verbiegung 
des Ringes nicht zu groß zu wählen; denn je größer die Ab- 
weichung der Ellipse von der Kreisform ist, um so größer 
werden natürlich die Zugspannungen. 


Die beschriebene Form der Doppelbreehung hat eine ge- 
wisse Ähnlichkeit mit derjenigen, die in ringförmigen Kör- 
pern bei allseitigem radialen Innen- oder Außendruck auftritt 
(vgl. oben), insofern als auch hier die Isochromaten konzen- 
trische Kreise sind mit der höchsten Farbenordnung in der 
Mitte und der niedrigsten am Rande. Allein es besteht ein 
großer Unterschied zwischen beiden Arten von Doppelbrechung. 
In dem früher beschriebenen Falle liegen die Achsen der 
Doppelbrechung an jeder Stelle des Ringes in radialer und 
tangentialer Richtung; der ganze Ring hat 
die Struktur eines Sphärokristalles, und es 
sind dementsprechend die Farbenringe bei 
gekreuzten Nicols von einem schwarzen 
Kreuze durchsetzt. In dem hier behan- 
delten Falle treten nur die Interferenz- 
ringe ohne Kreuz auf, wie Fig. 1 erkennen 
läßt. Die Aufnahme zeigt die Inter- 
‘ ferenzkurven bei derjenigen Lage des Prä- 
parates, bei der die Achsen der ursprüng- 
lichen Ellipse, also die Druck- und Zugrichtungen der Gelatine, 
mit den Schwingungsebenen der gekreuzten Nicols Winkel von 
45° bilden. Dreht man das Gelatinepräparat so, daß jene 
Richtungen mit den Schwingungsrichtungen der Nicols zu- 
sammenfallen, so erscheint das Präparat in seiner ganzen 
Ausdehnung dunkel. Die Gelatine in dem Zelluloidring hat 
also die Eigenschaft eines homogenen Kristalles, in dem die 

36* 
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Achsen der Doppelbrechung überall in gleicher Richtung 
gelagert sind. Nur die Größe der Doppelbrechung ist ver- 
änderlich, und zwar nimmt sie ab von innen nach außen. 
Das Gesetz dieser Abnahme ist zunächst zu ermitteln. 

Da die Isochromaten konzentrische Kreise sind, so hängt 
die Phasendifferenz nur vom Radius ab. Das Gesetz dieser 
Abhängigkeit läßt sich durch einen einfachen Versuch experi- 
mentell ableiten. Deckt man über das Gelatinepräparat einen 
hinlänglich breiten flachen Gipskeil in solcher Lage, daß sich 
die Phasendifferenzen in der Gelatine und 
im Gipskeil voneinander abziehen, so er- 
scheinen auch jetzt die Isochromaten als 
konzentrische Kreise, aber verschoben 
gegen den ursprünglichen Mittelpunkt, die 
Achse des Zylinders. Fig. 2 zeigt diese 
Erscheinung. Nimmt man als X -Achse 
eines Koordinatensystemes in der Ebene 

Fig. 2. des Gipskeiles diejenige Gerade, die auf 

der Keilkante senkrecht steht und durch 

den Mittelpunkt des Zylinderquerschnittes hindurchgeht, und 

diesen Mittelpunkt als Koordinatenanfangspunkt, so sind die 
Phasendifferenzen im Gipskeil durch die Gleichung 


gegeben; fiir die Phasendifferenzen im Gelatinezylinder gilt 
die Gleichung 


6,=Fi(r), 

wo r2?= 2? + y® ist. Der Versuch lehrt, daß die Differenz 
ö,— 6, eine Funktion ® (r’) des vom Mittelpunkt der ver- 
schobenen Kreisfigur aus gerechneten Radius r’ sein muß, 
wobei also r’?= (x — a)* + y? ist, unter x, die Abszisse 
des verschobenen Mittelpunktes verstanden. Daraus folgt, 
daß ® eine lineare Funktion von r’?, also F eine lineare Funk- 
tion von r? sein muß. Da ö, für r = 0 seinen größten Wert 
hat, so muß also das Gesetz der Phasendifferenz im Gelatine- 
zylinder durch die Gleichung 


A=a-—br? 


gegeben sein. 
Ich habe die Richtigkeit dieses Ansatzes durch unmittel- 
bare Messungen der Phasendifferenzen geprüft. Diese Mes- 


6,=4A+Br 
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sungen wurden zuerst in der Weise ausgeführt, daß der kreis- 
förmig gedrii¢kte Zylinder auf einem Kreuztische so befestigt 
wurde, daß die Zylinderachse wagerecht lag und das Präparat 
senkrecht zur Zylinderachse parallel mit sich selbst sowohl 
wagerecht als senkrecht in meßbarer Weise verschoben werden 
konnte. Der Zylinder wurde zwischen Nicols im Lichte einer 
Natronflamme beobachtet und die Phasendifferenzen mit 
Hilfe eines Babinet-Soleilschen Kompensators längs eines 
Durchmessers in Punkten von je 2 mm Abstand gemessen. 
Der Zylinder hatte einen wagerechten Durchmesser von 
19,67 mm, einen senkrechten von 19,46 mm. Auf dem wage- 
rechten Durchmesser betrugen die Phasendifferenzen vom 
linken Rande an gerechnet in den Abständen: 


et 8 10 12 14 16 18mm 
A = 0,34 0,60 0,76 0,87 0,91 0,88 0,79 0,64 0,39 


Auf dem senkrechten Durchmesser entsprechend von oben 
nach unten in den Abständen: 


2 4 6 8 10: 14: 
A = 0,42 0,65 0,80 0,86 0,92 0,87 0,77 0,65 0,44 


0,8 
0,7 
0.6} 
03L 
0,2} 


0,1 


Fig. 3. 
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Fig. 8 zeigt die nach der Formel 
(1) A = 0,91 — 0,0086 r? 


berechnete Kurve; die Kreuze bezeichnen die fir den wage- 
rechten Durchmesser beobachteten Werte. 
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Ein anderes Messungsverfahren bestand darin, die Durch- 
messer der dunklen Interferenzringe für verschiedene Werte 
der Phasendifferenz zu messen, am einfachsten in der Weise, 
daß das Präparat auf eine horizontale Glasplatte gelegt und 
von unten her mit Hilfe eines schwarzen Spiegels unter dem 
Polarisationswinkel mit Na-Licht beleuchtet wurde, während 
die - Beobachtung von oben her durch ein Nicolsches 
Prisma erfolgte und die Ringdurchmesser unmittelbar auf 
einer über das Präparat gelegten Glasskala abgelesen wur- 
den. parallelen. Polarisationsebenen entsprechen die 
dunklen Ringe den Phasenunterschieden 1,5 und 0,5, bei ge- 
kreuzten Ebenen dem Phasenunterschied 1,0; außerdem 
wurden Messungen unter Hinzufügung einer //4-Platte an- 
gestellt, deren Gangunterschied für das benutzte Natrium- 
licht mit Hilfe des Kompensators zu 0,276 ermittelt war. 
Endlich konnte mit demselben Kompensator der maxi- 
male Phasenunterschied in der Mitte der Ringfigur gemessen 
werden. 


Die Genauigkeit derartiger Messungen war aber etwas 
beeinträchtigt durch den Umstand, daß die ursprünglich 
ebenen Endflächen des Zylinders bei dem Übergange in die 
Kreisform eine später genauer zu behandelnde Verbiegung 
erfuhren, die nicht bloß die Dieke der durchstrahlten Schicht 
etwas ungleich machte, sondern auch eine schwache pris- 
matische Wirkung für die hindurchgehenden Strahlen nach 
dem Rande hin zur Folge hatte. Diese Störung konnte da- 
durch beseitigt werden, daß die Endflächen des Gelatine- 
zylinders, nachdem er in die Kreisform gedrückt war, mit 
geschmolzener Gelatine von der gleichen Zusammensetzung 
übergossen und auf die noch flüssige Masse Spiegelglasplatten 
aufgedrückt wurden. Das so zwischen ebenen Endflächen 
eingeschlossene Präparat ließ das Licht völlig geradlinig hin- 
durchgehen und zeigte die Interferenzringe klarer und schärfer 
als im ursprünglichen Zustande. An einem so hergerichteten 
Zylinder von 42,0 mm Durchmesser wurden die Durchmesser 
der dunklen Ringe in vier verschiedenen Azimuten gemessen, 
nämlich in der Druckrichtung des Zylinders, senkrecht dazu 
und in den beiden Richtungen, die mit der Druckrichtung 
Winkel von 45° bilden. 
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4= 1,500 1,276 1,000 0,724 0,500 
1. In der Druckrichtung r = 8,00 11,1 14,6 17,05 18,75 
2. Senkrecht dazu: 875 1215 15,25 17,30 18,75 
3. Unter 45°: 14,05 16,80 18,05 
4. Unter 135°: 8,60 12,3 15,00 17,35 19,00 
Mittelwert von r: 8,28 11,66 14,72 17,12 18,64 
Berechneter Wert von r: 848 11,61 14,57 17,02 18,78 
Unterschied: — 0,20 +0,05 +0,15 +0,10 - 0,14 


Die Radien sind in den Azimuten 2 und 4 durchgängig 
etwas größer als in den Azimuten 1 und 3. Diese Abweichung 
von der Kreisform kann, da sie unsymmetrisch zur Druck- 
achse ist, nicht auf einer unzureichenden Beseitigung der 
ursprünglichen Elliptizität des Zylinderquerschnittes beruhen, 
sondern ist vermutlich dadurch bedingt, daß der Zelluloid- 
zylinder infolge ungleichmäßiger Wanddicke bei der Verbiegung 
der Wand nıcht genau eine symmetrisch-elliptische Form an- 
genommen hatte. Die Formel ist an den Mittelwerten der 
Radien geprüft worden. Die nach der Gleichung 


(2) A = 1,756 — 0,00356 r? 


berechneten Werte der Halbmesser zeigen, wie die beiden 
letzten Reihen der Tabelle lehren, eine recht befriedigende 
Übereinstimmung mit den Beobachtungen. 


Sobald an den Stellen, an denen Zugwirkungen auftreten, 
die Gelatine von der Wand des Zelluloidringes abreißt, ver- 
lieren die Interferenzkurven natürlich ihre Kreisform und die 
Erscheinungen werden ganz unregelmäßig. Man kann das 
Auftreten von Zugspannungen vermeiden und doch die gleichen 
elastischen Verhältnisse und die gleichen Erscheinungen der 
Doppelbrechung erhalten, wenn man den Gelatinezylinder 
vorsichtig aus dem Zelluloidzylinder herausdrückt, seine Wand 
mit Öl oder Vaseline einreibt und ihn nun mit sanftem und 
vorsichtigem Drucke in eine etwas engere, kreisrunde Glas- 
röhre hineinpreßt. Das ist so, als ob man den im Zelluloidringe 
kreisförmig gedrückten Zylinder noch durch einen allseitig 
gleichen Druck auf die Zylinderwand zusammendrückte. Er 
verlängert sich dadurch in Richtung seiner Achse; aber die 
Differenzen der Spannungen senkrecht zur Achse bleiben 
durch diesen übergelagerten, allseitig gleichen Druck un- 
geändert. Daher nimmt, wenn das Einbringen des Zylinders 
in die Glasröhre ohne unregelmäßige Verzerrung der Gelatine 
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gelingt, der Gangunterschied der Doppelbrechung zwar etwas 
zu, entsprechend der vermehrten Dicke des Präparates; das 
Gesetz der Doppelbrechung aber bleibt das gleiche, wie die 
folgenden Messungen an einem derartigen Präparate zeigen, 
bei dem der Durchmesser des Glasrohres 39,2 mm betrug. 


4= 1,584 1,500 1,276 1,000 0,776 0,500 0,276 


Treo. = 0,00 5,24 8,60 12,33 14,21 16,90 18,30 
Toor, = 0,00 4,62 12,17 14,32 16,60 18,22 


„ Unterschied = — +0,62 -0,24 +0,16 -0,11 +0,30 +0,08 
Den berechneten Werten liegt die Formel 
(3) A = 1,584 — 0,00394 r? 
zugrunde. 


In allen diesen Fällen ist der Gangunterschied am Rande 
klein, aber nicht gleich Null. Ihn zu messen, ist bei der schnellen 
Abnahme des Gangunterschiedes nach dem Rande hin kaum 
möglich. Aber man kann ihn berechnen, indem man in die 
Formeln, die den Verlauf des Phasenunterschiedes darstellen, 
für r den Radius des Zylindermantels einsetzt. So ergibt 


Formel (1) Arana = 0,08 Ayitte = 0,91 Amitte/ ARana =] 1,4 
0,186 1,756 9,4 
» (3) 0,070 1,584 22,6 


Das Verhältnis der Stärke der Doppelbrechung am Rande 
zu derjenigen in der Mitte ist also bei den Versuchen mit 
dem Zelluloidzylinder ca. !/jo, bei den Versuchen in dem 
engeren Glaszylinder etwas kleiner (ca. 1/,;). 

Es soll nun zunächst gezeigt werden, welchen Ansatz 
man in die allgemeinen Gleichungen der Elastizität einführen 
muß, um die beschriebene Grunderscheinung zu erhalten. 


2. Allgemeine Theorie der Doppelbrechung bei ebenen 
Spannungszustinden. 

Die Achse des Zylinders, die zugleich die Richtung an- 
gibt, in der das Licht den Zylinder durchsetzt, werde als 
Z-Achse des Koordinatensystems genommen. Von Massen- 
kräften soll abgesehen werden. Die inneren Spannungen, die 
in dem Zylinder auftreten, wenn er aus der elliptischen in 
die Kreisform gebracht wird, entstehen durch Druckkräfte 
auf dem Zylindermantel, die in erster Annäherung als in der 


| 
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XY-Ebene liegend angenommen werden können. In Wirk- 
lichkeit ist dies nicht in aller Strenge der Fall, wenigstens 
nicht, wenn die Gelatinemasse an der Wand des Zelluloid- 
zylinders vollkommen haftet. Denn dann treten an der Wand 
Kräfte parallel der Z-Achse auf, welche die durch die Wir- 
kung der Querkontraktion bzw. -dilatation bedingten Dicken- 
änderungen in Richtung der Z-Achse an der Zylinderwand 
verhindern. Von diesen Kräften soll vorläufig abgesehen 
werden. Dann liegt also das Problem eines ebenen Span- 
nungszustandes vor. Von den Druck- und Zugspannungen 
ty, tog, tg und den Schubspannungen tjs, tog, ty, Sind die 
Spannungen 

(4) = tog = fg, = 


Betrachten wir eine zur Z-Achse parallele Fläche, deren Nor- 
male mit der X-Achse den Winkel p bildet, so setzen sich 
die in der XY-Ebene liegenden Spannungen ¢,,, ty und ty» 
zu einer Kraft T zusammen, die im allgemeinen auf der Fläche 
schief steht und mit der X-Achse einen von p verschiedenen 
Winkel z bildet, entsprechend den Gleichungen 

T cosa = t,, cos p + ty sin p , 

0) 

Für zwei aufeinander senkrecht stehende Lagen der Fläche 
fällt die Kraft T in die Richtung der Normalen der Fläche, 
ist also 2 = p. Bezeichnen wir diesen besonderen Wert des 
Winkels p mit p,„, so besteht für ihn die Gleichung: 


ty te 


(6) tog2p,, = 


Sie bestimmt die Richtung der „Hauptspannungen“. Die 
GréBe der Hauptspannungen ergibt sich mittels der Gleichung 
a =p aus (5) und (6) zu: 


ty +t 
—4V (G1 — 4s)? + 


Wenn E den Elastizitätsmodul, u den Poissonschen Koeffi- ' 
zienten des Materials bedeutet, so sind die Hauptverzerrungen 
a und # in Richtung der Hauptspannungen gegeben durch: 


} 

1 

ig 

| 

| 

| 

| 
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(8) E E’ 
T; 


also: 


Von dieser Größe (a — ß) hängt die Phasendifferenz A des 
hindurchgehenden Lichtes ab. Bedeuten p und q die Kon- 
stanten des Neumannschen Ansatzes für den Zusammen- 
hang der Lichtgeschwindigkeit mit den Verzerrungen, bedeutet 
ferner N den Brechungsexponenten der Gelatine im unge- 
drückten Zustande für Licht von der Wellenlänge A, v, die 
Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume und h die Höhe des 
Zylinders, d*¥h. die Dicke der vom Licht durchstrahlten 
Schicht, so ist?): 


h- N* 
|4=- 
(10) hv 1+ 
| 
Der kreisrunde Mantel des i habe den Radius ry und der 
Winkel, den r, für irgendeinen Punkt des Randes mit der 
X-Achse bildet, sei gy. Dann sind die Komponenten der auf die 
Mantelfläche wirkenden elastischen Kräfte gegeben durch: 
X = ty cos + ty sin 
(11) 
Y = ty cos + tgg sin 
Führt man statt dessen den radialen Druck R und den tan- 
gentialen Schub S ein, durch die Formeln: 
Xcosy + Ysin¢. 
=—Xsing + Yeosq, 


| für r=n: 


(12) 

so erhält man een (6): 

DEN 082 — 


sin 2(p, — Plren]: 


(13) 


1) Vgl. W. König, Ann. d. Phys. 4. p. 33. 1901. 
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Die Gleichgewichtsbedingungen des ebenen Spannungszustandes: 


(14) ö + — =0 und +- 0 
sind erfllt, wenn man ganz 

or or or 


Für die Funktion F aber ergibt sich eine Bestimmungsgleichung 
aus den bekannten Beziehungen zwischen den Spannungen 
und den Verzerrungen und aus den Beziehungen der letzteren 
untereinander: 


Ou u _ Ow , Ov 
Ov t u Ou , dw 
(16) “yy oy “nt 
Ow 


Darin bedeuten u, v, w die Komponenten der Verschiebung, 
die ein Punkt unter dem Einflusse der elastischen Kräfte 
erfährt, e,,, €, usw. die Komponenten der Verzerrung.’) 
Wären die Verschiebungen w längs der Z-Achse gleich Null, 
d. h. würde es sich um einen Zustand ebener Verzerrung, nicht 
ebener Spannung handeln, so würde F der Gleichung 
ar or OF 

(17) oat 0y* oF 
zu genügen haben. Aber in diesem Falle dürften die Span- 
nungen tg nicht gleich Null gesetzt werden; denn es müßten 
auf die Endflächen des Zylinders Kräfte parallel der Z-Achse 
wirken, welche die durch die Querkontraktion bewirkten 
Änderungen der Höhe des Zylinders verhindern. Solche Kräfte 
sind an den freien Endflächen unseres Gelatinezylinders nicht 
vorhanden; nur am Rande längs des Zylindermantels treten 
solche Kräfte auf, wie schon oben erwähnt wurde, wenn die 
Gelatinemasse an der Zelluloidwand festhaftet. Die Funktion F 
wird also nicht bloß von «x und y, sondern auch von z ab- 
hingen. Die Erscheinungen der Doppelbrechung aber, um 
die es sich im vorliegenden Falle handelt, hängen nicht von 
der Differenz der Verzerrungen a — f an einer einzelnen Stelle 


1) Vgl. A. E. H. Love, Lehrbuch der Elastizität, deutsch von 
Timpe. p. 147—149. Teubner, 1907. 
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des Zylinders, sondern, wenn die Spannungen und Verzer- 
rungen mit z veränderlich sind, von dem Integral 


(@ B)dh ’ 
genommen über die Höhe des Zylinders, ab. Filon hat zuerst 
darauf aufmerksam gemacht, daß man in einem solchen Falle, 
wenn ig; in dem ganzen Zylinder, t,; und tg in den freien 
Endflächen verschwinden, für die über die Höhe des Zylinders 
genommenen Durchschnittswerte der Spannungs-, Verschie- 
bungs- und Verzerrungskomponenten Beziehungsgleichungen 
erhält, die in der Form vollkommen mit den Gleichungen 
für den ebenen Verzerrungszustand übereinstimmen. Ich ver- 
weise zur näheren Begründung dieser Behauptung auf die 
$$ 94 und 146 des Lehrbuches von Love. Jedes derartige 
Problem kann also als ein Problem ebener Verzerrung be- 
handelt werden. Wir dürfen daher auch der Behandlung des 
hier vorliegenden Problems die Gleichung (17) zugrunde legen. 
Die so gewonnene Lösung kann dann vervollständigt werden 
durch die besondere Behandlung der Frage nach den auftreten- 
den Änderungen der Dieke und ihres Einflusses auf die optischen 
Erscheinungen. Schließlich kann dieses Ergebnis nochmals 
vervollständigt werden durch die Erörterung des Einflusses 
der am Rande auftretenden Kräfte, die hier die Dicken- 
änderung verhindern. 


8. Die allgemeine Form der Lösung für den vorliegenden Fall. 


Jede Funktion von 2 +iy oder x — iy erfüllt die Glei- 
chung (17) für F, ebenso jedes Produkt von r? mit einer der- 
artigen Funktion.) Auf Spannungsverteilungen, wie sie in 
unserem Falle vorkommen, wird man geführt, wenn man als 
Funktion eine Potenz der Argumente 2 -+iy und 2 —iy 
annimmt. Es sei also: 


F=4A, +ty)" + A,’ (2 —iy)" — Br? (2 +iy)" 

— Bu r? (a4 —ay)". 
Zur Vereinfachung werde noch A, = A,’ und B, = B,' an- 
genommen. Dann läßt sich die Lösung in der Form schreiben: 
(18) F = (A, — cosnp. 


1) Vgl. A. Föppl, Vorlesungen über technische Mechanik. 5. Bd. 
p. 58. Teubner, 1907. 
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Aus diesem Werte für F ergeben sich nach (15) folgende Aus- 
drücke für die Spannungen: 


ty, = —n[(n —1) A, — (n +1) B,r?]r"-? cos (n — 2) p 
—2(n+1) B,r"cosng, 

too = +n[n — 1) A, — (n +1) B, r?] r"-? cos (n — 2) p 
—2(n+1) 

tre = +n[(n —1) A, —(n +1) B, sin (n — 2) 


Daraus folgen fiir die Hauptspannungen nach (7) die Aus- 
drücke: 
T, =—-2(n+1)B,r" cosng + n[(n — 1)4, 
20) | — (n+1)B,r?]r"-?, 
| T, = — 2(un+ 1)B," cosng —n[(n — 1) 4, 
—(n+1)B,r?]r"-?. 
Das ergibt für die Differenz: 
T,-T,=2n[(n - 1) A, —(n +1) B,r?]r"-?, 
ferner für die Phasendifferenz des hindurchgehenden Lichtes 
nach (10): 


(21) 4= (p — 1) 4, (2 + 1) B,r2]rr-2 


und fiir die Richtung der Hauptspannungen nach (6): 

(22) tng 2p, = — tng (n — 2) g, 

woraus für p,, die Gleichung folgt: 

(23) 

Endlich ergeben die Formeln (13) für die Kräfte am Rande 
f 

94 | R =—[n(n—1) A, — (n+ 1) (n—2) B,ro?]rg"?cosnp, 
( S =n[(n—1) A, — (n +1) By sin 

Jeder Wert von n ergibt eine mögliche Lösung. Da in unserem 
Falle die Kraftverteilung symmetrisch zur X- und zur Y-Achse 
sein muß, sind ungerade Werte von n ausgeschlossen. Wir 
setzen also n gleich einer geraden ganzen Zahl und beschränken 


uns auf die drei Sonderfälle n = 0, 2 und 4, die im folgenden 
eine Rolle spielen. 


| 
F | 
| 
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1. n=0. In diesem Falle ist: 
\a=0 S=0 A=0. 
Der Zylinder unterliegt am Rande eirem allseitig gleichen 
Druck oder Zug und die Doppelbrechung ist Null. 


2. n=2 ergibt aus (19) bis (24) folgendes System von 
Gleichungen: 


(25) 


—2A,+12B, y’, 
(26) too = +2 A, — 12 B, 2’, 
| te = 0. 
T, = +24, — 12 B,2?. 
(27) T, = —2A, +12 By’, 
In-T,=4(4, 
h N* ‘ 
(28) 4= Tx (p — 4(4, — 3 
(29) 
30 = —2A,cos29, 
(80) S = 2(A, — 8 sin2 ¢. 


Diese Lösung entspricht offenbar der im ersten Abschnitt 
beschriebenen Erscheinung; denn 


besagt, daß die Richtungen der Hauptspannungen überall die 
gleichen sind und mit den Richtungen der beiden Koordi- 
natenachsen zusammenfallen. In der Richtung der X-Koor- 
dinate herrscht eine Druckspannung, die auf jeder zur 
X-Achse parallelen Geraden konstant ist und in der X-Achse 
selbst ihren größten Wert — 2A, besitzt. In der Rich- 
tung der Y-Koordinate dagegen herrscht eine Zugspannung, 
die ebenfalls längs jeder zur Y-Achse parallelen Geraden 
konstant ist und in der Y-Achse selbst ihren größten 
Wert +24, besitzt. Für die Doppelbrechung summieren 
sich beide Wirkungen und ergeben Phasendifferenzen, die in 
der Mitte am größten sind und nach dem Rande hin ab- 
nehmen nach dem Gesetze: a — br?. Das ist genau das Ge- 
setz, das empirisch an den Erscheinungen festgestellt worden 


an = 
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ist. Um den beschriebenen Spannungszustand in dem Zylinder 
zu erzeugen, müssen auf dem Mantel des Zylinders Normal- 
und Tangentialkräfte nach folgendem Gesetze verteilt sein: 
Die Normalkraft R muß in der Richtung der X-Achse eine 
Druckkraft — 2 A, sein; mit wachsendem » muß sie abnehmen, 
für = 45° Null sein, sich dann in eine Zugkraft verwandeln 
und in der Richtung der Y-Achse ihren größten Wert + 2 A, 
erreichen. Die Schubkraft S dagegen muß an den Endpunkten 
der beiden Koordinatenachsen Null sein und ihren größten 
Wert unter = 45° besitzen. Da S allgemein der Doppel- 
breehung am Rande proportional ist, so folgt aus den Beob- 
achtungen, die für den Rand einen geringen Restbetrag der 
Doppelbrechung ergeben (vgl. oben p. 560), daß auch S nur 
geringe Beträge gegenüber R haben kann. Es ist leicht ver- 
ständlich, daß durch den Zelluloidring, der den elliptischen 
Zylinder in die Kreisform zwängt, eine Druckverteilung der 
beschriebenen Art auf die Mantelfläche des Zylinders aus- 
geübt werden kann. Ehe ich aber dazu übergehe, diese Frage 
des Genaueren zu prüfen, will ich noch die Gleichungen für 
den dritten Sonderfall hinschreiben, da ich später auch von 
diesen Gebrauch zu machen habe. 


8. n= 4: 
ty, = —4(3 A, — 5 Bir?) r? cos2 — 10 By rtcos 4g, 
(31) = +4(3 A, — 5 Byr*) r? cos2 p—10 By r*cos 4, 
te = +4(3 A, —5 r?sin29. 


T, = —10 Byrtcos4g +4(3 Ay — 5 Byr*)r?, 


(34) 9: 

(35) (12 A, — 10 By ro?) cos 4 p, 
S=+4(4,—5B,r) ro? sin 4¢—¢. 


In diesém Falle ist die Doppelbrechung im Mittelpunkte 
Null, wächst nach auBen. hin bis zu einem Maximum, das bei 


\ 
j 
on 
| 
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| 
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3A, 
r= |/—— 
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eintritt, und nimmt dann wieder ab. Die Auslöschungsrich- 
tungen der Doppelbrechung, die Richtungen der Haupt- 
spannungen, durchlaufen nach dem Gesetze (34) mit wach- 
sendem g die zu g komplementären Winkel. Sie fallen für 
g=0 und für g=90° mit den Koordinatenachsen zu- 
sammen und für = 45° mit dem Radius und der Tan- 
gente. Zwischen gekreuzten Nicols muß man daher in diesem 
Falle ein schwarzes Achsenkreuz sehen, mit einer Aufhellung 
in den Quadranten, die am größten unter 45° ist. Die Kraft- 
verteilung an der Mantelfläche, die diesen Spannungszustand 
hervorrufen würde, besteht auch wieder aus Normal- und 
Tangentialkräften, aber von der doppelten Periodizität längs 
des Umfanges des Zylinders, wie im vorhergehenden Falle. 
Die Normalkraft wechselt ihr Zeichen für 


ist am größten als Druckkraft in der Richtung der X-Achse 
und ebenso in der Richtung der Y-Achse, und am größten 
als Zugkraft für g = 45°, während S umgekehrt an diesen 
drei Stellen Null ist und seinen größten Wert für 


arı 


und 


- erreicht. 


Es soll nun zunächst untersucht werden, wieweit es mög- 
lich ist, den Spannungszustand des Sonderfalles 2 aus der 
Ringbiegung zu erklären. 


4. Die Randbedingungen. Erste Annäherung. 


Der Spannungszustand in dem Gelatinezylinder wird 
durch Kräfte aufrechterhalten, die seitens des ihn um- 
schließenden Zelluloidringes auf die Mantelfläche des Zylin- 
ders ausgeübt werden. Die Theorie der Ringbiegung lehrt 
aber zunächst nicht diese Kräfte kennen, sondern nur die 
Verschiebungen, die die Punkte des Ringes erfahren, wenn 
er aus der Kreisform in die elliptische, oder umgekehrt, aus 
der elliptischen in die Kreisform gedrückt wird. Anstatt aus 
diesen Verschiebungen die Kräfte zu berechnen, will ich die 
Verschiebungen der Punkte des Ringes unmittelbar mit den- 
jenigen Verschiebungen vergleichen, die die Punkte der Mantel- 
fläche des Zylinders erfahren, wenn ein Zustand von der im 
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vorigen Abschnitte behandelten Spannungsverteilung in dem 
Zylinder hervorgerufen wird. 

Dabei möge vorher noch ein Einwand erledigt werden, 
der vielleicht erhoben werden könnte, daß nämlich die Ver- 
schiebungen der Ringpunkte infolge einer Rückwirkung der 
den Ring ausfüllenden Gelatinemasse anders sein könnten, 
als sie sich für einen beiderseits freien Ring berechnen lassen. 
Diese Möglichkeit liegt nicht vor. Denn die Gelatine wird 
in den Ring hineingegossen, während er durch geeignete Druck- 
vorrichtungen und durch Aufkitten auf eine Glasplatte in 
derjenigen elliptischen Form festgehalten wird, die er bei 
freier Biegung in ungefülltem Zustande angenommen hat. 
Die in dieser Form erstarrte Gelatine ist isotrop, solange der 
Zelluloidring diese Form beibehält. Wird das Präparat dann 
rundgedrückt, durch Einschieben in einen kreisrunden Messing- 
ring, in den der Zelluloidring eben hineinpaßt, so erleiden 
die Punkte des Zelluloidringes genau die entgegengesetzten 
Verschiebungen, wie sie sie vorher erfahren hatten, als der 
ungefüllte Ring aus der runden in die elliptische Form ge- 
drückt wurde. Diese Verschiebungen dürfen also unbedenklich 
nach der Theorie der freien Ringbiegung entwickelt werden. 

Ich schreibe zunächst die Formeln für die Verschiebungen 
der Ringpunkte hin. Die Theorie ist zuerst. von de Saint- 
Venant entwickelt worden.') Er gibt die Formeln für die 
Verschiebungen u und v, die die Punkte des Ringes längs 
der beiden Koordinatenachsen X und Y erfahren, wenn der 
Ring in der Richtung der X-Achse zusammengedrückt wird. 
Ich will statt dieser Verschiebungen die radiale Verschiebung o 
und die tangentiale Verschiebung t dem im folgenden anzu- 
stellenden Vergleich zugrunde legen. Sie lassen sich, wenn 
den Winkel bedeutet, den der Radius mit der X-Achse bildet, 
durch die Formeln 


= cos vsin.Q, 
(36) | 0 
T= —usıngp +vcosp 
berechnen. Die Werte von e und r sind auch direkt von 
Lamb berechnet worden.?) Aber um seine Formeln. für den 


1) Barré de Saint-Venant, Compt. rend. 17. p. 1025. 1843. 
2) Horace Lamb, Proc. London Math. Soc. 19. p. 365. 1889. 
Vgl. auch A. E. H. Love, Lehrbuch der Elastizität. p. 515. 
Annalen der Physik.: IV. Folge. 52 37 
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vorliegenden Fall verwenden zu können, muß an ihnen noch 
eine kleine Umformung in Gestalt einer Koordinatenverschie- 
bung vorgenommen werden. Ich will den konstanten Faktor, 
der die Abhängigkeit der Verschiebungen von der einwirkenden 
Kraft, von dem Radius des Ringes und den Dimensionen 
und elastischen Eigenschaften der Ringmasse angibt, mit M 
bezeichnen. Dann lauten die Formeln von Lamb, wenn man 
wieder eine Zusammendrückung längs des Durchmessers = 0 
annimmt: 


Ssing +> 59.008 9) | 
fir 


Aus diesen Formeln folgt, daß o zwar für 

gleiche Werte hat, nämlich 


daß aber für g=0 und »y=a die Werte von oe ungleich 
sind: für = 0: 


fir g=n: 


Bei diesem Ansatze ist eine Parallelverschiebung des ganzen 
Ringes unberücksichtigt geblieben. Für die hier vorliegende 
Anwendung brauche ich aber die Verschiebungen unter der 
Annahme, daß der Ringmittelpunkt bei der Verbiegung un- 
verrückt bleibt. Die Verschiebungen g an den Enden des 
in die X-Achse fallenden Durchmessers müssen dann gleiche 
Werte besitzen. Das ergibt sich, wenn man zu den Lamb- 
schen Ausdrücken eine für alle Ringpunkte gleiche Ver- 
schiebung u, vom Betrage 
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Mn 
hinzufügt. Also muß man nach (36) die Werte von g um 
Mn 
cosS@, 
diejenigen von r um 


Mn. 
+ Pp 
vermehren. Folglich lauten die Formeln für die Verschie- 


bungen der Ringpunkte, die den weiteren Berechnungen zu- 
grunde zu legen sind: 


[e- M(= + {cosy — + sinp — = cos), 


(37) 
Ir-- u(£ cose + 2 sing — sing). 


Da die Gestalt des verbogenen Ringes vollkommen sym- 
metrisch zur X- und zur Y-Achse ist, kann die Berechnung 
auf einen Quadranten 


7 


beschränkt werden. 

Aus den Formeln folgt, daß die Verschiebungen @ in 
Richtung der Zusammendrückung und senkrecht dazu nicht 
gleich groß sind. Denn für g = 0 ist 


1 n n?— 8 
=— M*—* =— 007439 M, 


für = = dagegen ist: 


e=- -4)=+M 


4-7 
+ 0,06831 M. 


Sollen sich die Verschiebungen des Gelatinezylinders 
diesen Verschiebungen des Zelluloidringes anpassen, so genügt 
dafür die Lösung n= 2 des allgemeinen Lösungsansatzes 
nicht. Denn diese Lösung würde für die entgegengesetzten 
Verschiebungen längs der X- und der Y-Achse den gleichen 
absoluten Betrag ergeben. Um verschiedene Beträge zu er- 
halten, kann man sich zu den die Lösung 2 bedingenden 
Randkräften noch eine allseitig gleiche normale Druckkraft 
auf die Mantelfläche wirkend denken; sie würde den Druck 

87° 
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in der X-Richtung vergrößern, den Zug in der F-Richtung 
verkleinern. Die Lösung ist also von vornherein als Summe 
der beiden Lösungen n=0 und n= 2 anzusetzen, also in 
der Form: 


F = (Ay — Bor?) + (Ag — Bar?) r?cos2p. 
tı = — 2B, — 2A, + 12 B, y?, 
(88) ta = — 2 By +2 A, — 12 B, a, 
ts=0. 
Durch Einsetzung dieser Werte in die Gleichungen (16) 
sind die Verzerrungen 


du Ov 
= Se und ay 


und aus diesen die Verschiebungen u und v am Zylinder- 
mantel durch Bildung der Integrale: 


79, COB sin 


u= [e.dz und v= fey dy 


zu berechnen, aus diesen endlich mittels der Gleichungen (36) 
die Verschiebungen o und t. Man erhält: 


| yy Boll — w+ — + wy’, 


ferner: 


= — — + 4, (1 + — 6B, 008 
v= — — — + + 6 Byr,?| 8in g 

+ + 4 B,r,’ sin’ g, 
endlich: 


0=— B,n- AL +H) 4, — 2u Bar? r,cos2q, 
(41) 
t 


= ral + u) A, — (8 +p) r, sin 2p. 


| 
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Diese o-, t-Werte des Zylinders sollen nun mit den g-, t-Werten 
des Zelluloidringes, wie sie durch die Gleichungen (87) ge- 
geben sind, verglichen werden. Ich will zur Unterscheidung 
die dem Ringe zukommenden Werte von e und r mit 6 und r 
bezeichnen. Bei der komplizierten Gestalt der Gleichungen (87) 
ist dieser Vergleich nur durch direkte Ausrechnung der ein- 
zelnen Werte möglich. Er soll in Tabellenform und graphisch 
durchgeführt werden. 


Die Gleiehungen (41) enthalten drei durch die Rand- 
bedingungen zu bestimmende Konstanten, By, A, und Bg. 
Da die Randbedingungen durch die Gleichungen (87) gegeben 
sind, so müssen also drei Werte von o oder t den entsprechenden 
Werten von @ und r gleichgesetzt werden. Dann kann ge- 
prüft werden, wieweit die anderen g r-Werte von den zu- 
gehörigen @t-Werten abweichen. Ich wähle zur Bestimmung 
der drei Konstanten die Werte von o für = 0 und 9 = 90° 
und den Wert von t für p= 45° Da diese beiden Werte 
von o mit den Verschiebungen längs der X- bzw. der Y-Achse 
identisch sind, so will ich sie mit @ und ®, bezeichnen. Den 
Wert von t für g = 45° will ich mit 7,, bezeichnen. Dann 
sind die Konstanten durch folgende Gleichungen bestimmt: 


(42) 


Daraus folgt: 


By tly + B 
” 
(48) 4 ro (+ By) + 
E 4(L + — u) 
ty — By + 2 


Ich habe hier die Konstanten mit r, und E vereinigt, wei 
sie nur in dieser Verbindung in den Formeln vorkommen 
Es ist dann für die weitere Rechnung nicht nötig, besonder 
Annahmen für r, und E einzuführen. Dagegen muß auf de 
rechten Seite für # der spezielle Wert des Poissonschen 
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Koeffizienten für das benutzte Material eingesetzt werden. 
Für erstarrte Gelatinelösungen kann bekanntlich u = 0,5 ge- 
setzt werden. Mit diesem Werte soll gerechnet werden. Es 
ergeben ferner die Gleichungen (37) für @,, ©, und T,, folgende 


Werte: » = — 0,07439 M, 
= + 0,08529 M. 


Anstatt aber M in die Gleichungen (43) einzuführen, will 
ich ©, und 7,, auf Grund von (44) durch @ ausdrücken und 
für die Konstanten in (43) ebenfalls die Proportionalität mit 
ü, den Rechnungen zugrunde legen. Das gestattet, die Ver- 
schiebungen e und r im Verhältnis zu der einen, durch den 
Versuch unmittelbar gegebenen Größe @,, oder @,/r, auszu- 
drücken. Er ist: 


= — 0,9183 a,, 
T,, = — 0,1744 a,. 
By 
=~ 0,0408 a, , 
(45) 
= — 0,8844 a,, 
B,r.? 
0,0970 a, . 


Mit diesen Werten der Konstanten nehmen die Formeln (41) 
die Form an: 


| o = (0,0408 + 0,9592 cos 2 g)ü, , 
tr = — 0,4744sin2g - 


während die Gleichungen (37), in derselben Weise ausgedrückt, 
lauten: 


18,442 (+ cos p + sing — cos — +) a, 


(46) 


er) ‘ 1 

18,442 (5 + — © sing — cosp—) iy. 
Ich stelle in der folgenden Tabelle die Werte von @ und 
0, ebenso von r und T nebeneinander, unter der Voraussetzung, 
daß das Präparat in der Richtung der X-Achse um den Be- 
trag @ = +1 gedehnt ist, wie es geschieht, wenn der ur- 
sprünglich in Richtung der X-Achse zusammengedrückte 


Ring in die Kreisform zurückgebogen wird. 


0 
T 
tT 

. 
é 
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| | 10 | 2 | 80 40 | 50 | co | 7 | so | 909 


g | +1,000) +0,942]+0,776| + 0,520] +0,207/ 0,126] — 0,489 — 0,694! —0,861 0,918 
0 +1,000| +0,927|+0,729) + 0,451] + 0,126 —0,198| — 0,489] — 0,720 — 0,867| — 0,918 
9-0 |+0,015|+0,047| + 0,069] +0,081| +0,072| + 0,050 +0,026 -0,006 — 


0,000 —0,162| —0,805| — 0,411) — 0,467) 0,467) —0,411|—0,305| —0,162| 0,000 
0,000|—0,170|—0,814| — 0,421|— 0,469) — 0,465| — 0,404| 0,294 — 0,156. 0,000 
—  |+0,008|+0,009| +0,010|+0,002| — 0,006, — 


Fig. 4 gibt eine graphische Darstellung dieser Verhält- 
nisse. AB ist die ursprüngliche Kreiskurve, CD die Kurve 
des gedrückten Ringes. Der Radius des Kreises ist rg = 5 em, 


Fig. 4. 


die Verkürzung AC = a@,=0,5 cm. Um die Kurve CD zu 
konstruieren, sind die Verschiebungen @ und @ für den Ring 
nach den Formeln: 


13,442 (= + sing sin pcosp 


_ csp t+ @psing _ 
(48) n 4 ec’ 


3 1 1 1 ine - 
= 18,442 (1 + — — 
mit # = — 0,5 und danach die Koordinaten der Ringkurve: 


r=5-cosp+ia, y=5-sing+v 


| 
\ 50 
ZEN | 
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berechnet worden, und zwar für g = 10°, 20° usw. In der 
Figur sind die diesen Winkeln entsprechenden Radien des 
Kreises mit schwachen Linien eingezeichnet. Die von den 
Endpunkten dieser Linien ausgehenden kurzen Geraden ver- 
binden die Punkte des Kreises mit den ihnen zugeordneten 
Punkten der Ringkurve, stellen also nach Größe und Rich- 
tung die totale Verschiebung der Kreispunkte dar. Die ein- 
gezeichneten kleinen Kreuze geben die Lage der entsprechenden 
Punkte für die Randkurve des Zylinders an. 

Die Figur läßt in anschaulichster Form erkennen, daß 
die beiden Kurven — die Kurve des gedrückten Ringes und 
die Randkurve des Zylinders — für die kombinierte Lösung 
n=(0 und n=2 nur wenig voneinander abweichen. Die 
Randbedingungen, die den beschriebenen Spannungszustand 
im Inneren des Zylinders hervorrufen, sind also dadurch, daß 
der Zelluloidring aus der nahezu elliptischen in die kreis- 
förmige Gestalt zurückgedrückt wird, in solcher Annäherung 
erfüllt, daß der der oben entwickelten Theorie entsprechende 
Spannungszustand in der Tat auf diesem Wege hervorgebracht 
werden muß. 

Aber die Bedingungen sind doch nur angenähert erfüllt. 
Die Figur und vor allem die Tabelle zeigen Art und Größe 
der Abweichung. Danach verläuft die Randkurve des Zylin- 
ders ganz innerhalb der Kurve des gedrückten Ringes. Die 
t-Werte sind in der ersten Hälfte des Quadranten kleiner, 
‚in der zweiten Hälfte größer als die r-Werte; doch sind diese 
Abweichungen nur gering, im Maximum nur 1 Proz. der Ver- 
schiebung @. Die Differenzen der radialen Verschiebung 
dagegen gehen bis zu 8 Proz. der Verschiebung @, und ver- 
glichen mit den o-Werten selber, betragen diese Differenzen, 
die in der Mitte des Quadranten am größten sind, bis zu 
75 Proz. Wird die im elliptischen Ringe erstarrte Gelatine- 
masse durch den Zwang des Zelluloidringes in einen kreis- 
runden Zylinder verwandelt, so erfahren die Randpunkte 
Verschiebungen, die in radialer Richtung an den Druck- 
stellen (p = 45 — 90°) größer, an den Zugstellen (9 = 0 — 45°) 
kleiner sind, als sie der beschriebene Spannungszustand des 
Zylinders verlangen würde; und umgekehrt, in bezug auf die 
Verschiebungen in tangentialer Richtung. Das ist dann also 
so, als ob außer denjenigen Kräften, die den beschriebenen 


i 
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Spannungszustand im Zylinder erzeugen, noch ein weiteres 
System von Kräften auf die Mantelfläche wirkt, das durch 
die beschriebenen Abweichungen bedingt sein würde. Dieses 
System von Zusatzkräften würde aus Normalkräften bestehen, 
die in den Achsen selbst gleich Null sind und den größten 
Betrag unter 45° erreichen, die also etwa proportional mit 
sin?2q sein müßten, und aus -Schubkräften, die in den 
Achsen und unter 45° gleich Null sind und entgegengesetzte 
Maximalwerte für 2/8 und 32/8 erreichen. Eine derartige 
Kraftverteilung würde dem oben behandelten Sonderfall 
n=4 entsprechen. Daß sich die beschriebenen Abwei- 
chungen in der Tat im Spannungszustande des Zylinders be- 
merkbar machen, sieht man am Verlauf der Doppelbrechung. 
Denn bei genauerer Betrachtung nimmt man wahr, daß bei 
Parallelstellung der Druck- und Zugachsen mit den Schwin- 
gungsrichtungen der gekreuzten Nicols die Auslöschung‘ des 
Liehtes innerhalb der ganzen Ausdehnung des Präparates 
nieht vollkommen ist. Die Auslöschung hat vielmehr die 
‘Form eines sehr breiten Achsenkreuzes, in dessen Quadranten 
nach dem Rande des Präparates hin eine schwache Auf- 
hellung eintritt. Das ist diejenige optische Erscheinung, die 
für den Spannungszustand n = 4 zu erwarten wire. Es soll 
daher untersucht werden, ob man eine bessere Lösung, d. h. 
einen vollständigeren Anschluß der Randkurve des Zylinders 
an die Kurve des gedrückten Ringes erhält, wenn man über 
die bisherige Lösung noch den Spannungszustand n = 4 in 
passender Stärke übergelagert annimmt. 


5. Die Randbedingungen. Zweite Annäherung. 


Die Spannungen sollen jetzt also aus der vervollständigten 
Funktion 


F = Ay — Bor? + (Ag — Byr?) r? cos 2 + (A, — Bir?) r4 cos 
abgeleitet werden. Man erhält an Stelle von (38): 
ty, = — 2 (By + Ay) + 12 (By + Ay) y® — 12 Ay 2? 
+ 10 B, + 60 B, x? y? — 80 By y*, 
(49) Ita = — 2(By — Ay) — 12(B, — Ay) 2? — 12 A, y? 
— 830 B, + 60 By x? y? +10 
(the = +24 4,2 y — 40 y (x? + y*), 
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an Stelle von (39): 


(50) 
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2 — w) — 2 dy (l +m) + 12 + we) 
+ 12.4, (1 + WW? — 2%) + (1 + 8p) 10 B, 24 
+ (1 — u)60 B,2?y? — (3 + u)10 

{— 2B — 24, (1 + w) — 12 B, + wy?) 
— 12.4,(1 + u)(y? — 27) — (3 + 10 B, 
+ (1 — 60 B, + (1 + 31) 10 B,y*} 


Daraus an Stelle von (40): 


(51) 


+ 5B,(3 + w)r, g 


(1 + — 20 B, r, 


B,(3 — u)r,dcos°p, 


5 — p)— A, (1 +p) +6 —64A,(1 +p) 7! 
+5B,(3+ ry sing 
B,(3— pw) +44, (1 + 20B, sin’ p 


~ (3 — u)r,’sindgp 


und endlich an Stelle von (41): 


(52) 


o=— Br, + A, — B, rycos2y 


- +W)4,—-(1+3u)B,r,? |7o° cos4q, 


—(2+p)B, r,%sin 4g. 


Diese Formeln. unterscheiden sich von den Formeln (4) 


durch Korrektionsglieder, die für oe mit cos 4g, für t mit 
sin 49 proportional sind. Diese Glieder sind daher, bei pas- 
sender Wahl der Konstanten, in der Tat geeignet, die Unter- 
schiede zwischen den o, t- und den @, t Werten auszu- 
gleichen. 


a. 2 u 
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Die Rechnung wird derjenigen im vorigen Abschnitte ent- 
sprechend geführt. Um den Verlauf der @, t-Werte mit dem 
der 9, T-Werte für den Ring zu vergleichen, müssen jetzt 
die fünf Konstanten B,, A,, B,, A, und B, durch Gleich- 
setzung von fünf Werten von @ oder t mit 9- oder t-Werten 
bestimmt werden. Ich wähle dazu außer den vorher benutzten 
Werten @, ©, und 7,, noch die Werte von @ für y= 45° 
und von T fiir y = 22,5, die ich mit Q4, und 7,, bezeichne; 
denn die Abweichungen in der Tabelle auf p. 575 sind für die 
o in der Mitte, für die t im ersten und dritten Viertel des 
Quadranten am größten. Wir haben dann zur Bestimmung 
der Konstanten die folgenden Gleichungen: 


a, =— 2(l — _ (1 + p) 
— 4(1 + 2(1 un’ 
A,r 
+ 
(93)2 
= — 2(1 - m) —2(1 + 8p) 
V2(t - Y2(8 + An + 4(1 + p) 
aus denen sich die Werte der Konstanten ergeben zu: 
Br HH 
Aato = — 8 + + 
4(t + u)(3 — u) - 
— + % 2 bus) + (1 + 
8 (1 (8 — 
Bore _ + By — 2 + — 2V 


8(8 — u) 
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In diese Gleichungen werden wieder die aus den  Ringgleichungen 
(37) sich ergebenden Zahlenwerte fiir %, 7%, Pas, Tyg und Ty 


eingesetzt. Ich schreibe sie, der Ubersicht halber, hier noch 
einmal vollständig hin: 


a, = — 0,07439 M, 
7, = + 0,06881 M = — 0,9188 a, 
(55) Ts = + 0,08529 M = — 0,4744 a, 
ds = + 0,00269 M = — 0,0862 a, 


= + 0,02576 M = — 0,3463 ay. 


Ferner werde, wie vorher, u = 0,5 gesetzt. Dann nehmen 
die Konstanten in der Form der Gleichungen (54), wenn sie 
wieder als Vielfache von @, ausgedrückt werden, folgende 
Zahlenwerte an: 


= — 0,0023 iy, 
Arto = — 0,8844 
(56) — 0,0970 a, 
Ar’ _ 0,01104,, 
Br = — 0,0055 ay. 


Mit diesen Werten der Konstanten erhält man schließ- 
lich an Stelle von (46) für @ und r die Formeln: 


(57) o = + (0,0023 + 0,9592 cos 2 9 + 0,0885 cos 4 9) U, , 
— (0,4744 sin 29 + 0,0109 sin 49) a. 
Ich stelle nun wieder die Werte von o und @, r und T in 
einer Tabelle zusammen, unter der Voraussetzung, daß das 


Präparat in der Richtung der X-Achse um den Betrag @ = +1 
gedehnt sei. 


o | 1 | 2% | | « 60 | 70 | 80 | 
+1,000| + 0,938| +0, +0,188| -0,201| - 0,499 0,129| 0,874 
¢ ‚927|+0,729 +0,451| +0,126| — 0, — 0,489 — 0,720 — 0,867 0,918 


+0,011| +0,018 +0,014] +-0,007| —-0,008 — 0,010, — 0,009] — 0,007, — 
| 0,000| —0,170 — 0.817) 0,422 —0,478| — 0,466 — 0,408 —0,296| —0,156) 0,00 
| 0,000|—0,170, —0,814| —0,421| — 0,469] — 0,465 —0,404 — 0,294 — 0,156 0,000 
— | 0,001) +.0,001|—0,002| 0.000 — 


li 

| I 

| | 
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Ein Vergleich dieser Tabelle mit der Tabelle auf p. 575 
läßt deutlich erkennen, wieviel besser die Übereinstimmung 
jetzt ist als bei der einfacheren Lösung des vorigen Abschnittes. 
Für die o-Werte sind die Abweichungen in der Mitte der 
Quadranten auf den zehnten Teil der früheren Werte herab- 
gesetzt, und die r-Werte stimmen fast vollständig mit den 
t-Werten überein. 


6. Die vollständige Lösung durch Reihenentwicklung. 


Ich habe die Theorie so entwickelt, wie sie sich mir im 
unmittelbaren Anschluß an die Versuche ergab. Es ist aber 
klar, daß man die gegebene Lösung als den Anfang einer 
Reihe von unendlich vielen Gliedern ansehen kann, die in 
ihrer Gesamtheit die vollständige Lösung darstellen würde. 
Clebsch hat in seiner „Theorie der Elastizität fester Körper‘ 
das Problem einer kreisförmigen Platte, deren Randpunkte 
vorgeschriebene Verschiebungen erfahren, in dieser Weise mit 
Hilfe unendlicher Reihen von trigonometrischen Funktionen 
gelöst und gezeigt, wie die Koeffizienten der Reihe mittels» 
der Funktion, die die Verteilung der Verschiebungen am 
Rande darstellt, berechnet werden können.!) Aber die von 
Clebsch gegebene Lösung ist auf unser Problem nicht un- 
mittelbar übertragbar. Clebsch formuliert nämlich die Be- 
dingungen, unter denen er das Problem behandelt, folgender- 
maßen: Die Platte soll durch die Randkräfte so ausgedehnt 
werden, daß die Kontraktion senkrecht gegen die Fläche der 
Platte überall dieselbe ist, während die sämtlichen Punkte 
des Randes nach der Normalen desselben willkürlich voraus- 
bestimmte Verschiebungen erfahren. Die erste dieser beiden 
Bedingungen verlangt, daß an jeder Stelle der Platte in zwei 
aufeinander senkrechten Riehtungen Dehnung und Zusammen- 
drückung von gleicher Größe stattfindet, oder daß an jeder 
Stelle der Platte 


Dadurch sind die Koeffizienten der Reihe für u und der 
Reihe für v von vornherein miteinander in Beziehung gebracht, 
und es genügt eine einzige Randbedingung — die Verteilung 


1) A. Clebsch, Theorie der Elastizität fester Körper. Leipzig, 
B. G. Teubner, 1862. p. 158ff. 


du dv 
0" — Oy 
918 
1,918 
),000 E 
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der radialen Verschiebungen —, um sämtliche Koeffizienten 
zu bestimmen. Die tangentialen Verschiebungen müssen dann 
solehe Werte haben, daß sie zusammen mit den radialen Ver- 
schiebungen die erste Bedingung in Erfüllung bringen. 


In dem hier vorliegenden Problem ist die Bedingung 


nicht erfüllt; die Endflächen des Zylinders erfahren vielmehr 
ganz charakteristische Verbiegungen, die in einem späteren 
Abschnitte noch behandelt werden sollen. Dafür sind am 
Rande nicht bloß die radialen, sondern auch die tangentialen 
Verschiebungen durch die Werte der @ und der 7 vorgeschrieben. 
Man kann nun auf dem von Clebsch gewiesenen Wege auch 
hier die allgemeine Lösung finden, indem man die o- und 


t-Werte für den Zylinderrand in Form von unendlichen Reihen . 


der trigonometrischen Funktionen des Winkels 9 und seiner 
Vielfachen ansetzt und die Koeffizienten dieser Reiheri mit 
Filfe der aus den Gesetzen der Ringbiegung folgenden For- 
meln für @ und r berechnet. Andererseits muß auch die 
Grundfunktion F, aus der der Spannungszustand im Inneren 
des Zylinders abgeleitet wird, in Form einer Reihe mit unend- 
lich vielen Gliedern angesetzt werden; aus dieser Reihe müssen 
die Spannungen und Verzerrungen im Zylinder und daraus 
die Verschiebungen u, v und schließlich o, r sämtlich in Form 
von unendlichen Reihen abgeleitet werden. Indem man end- 
lich diese aus den Gesetzen der Elastizität gewonnenen Reihen- 
ausdrücke der o und r für die Randpunkte des Zylinders 
entwickelt und die Koeffizienten dieser Reihen den Koeffi- 
zienten der aus der Ringbiegung für die Randpunkte ab- 
geleiteten Reihen gleichsetzt, erhält man Beziehungen, welche 
die in der Spannungsfunktion vorkommenden Koeffizienten 
A, und B, aus den Daten der Ringbiegung zu berechnen 
gestatten. Diese Rechnungen sollen im folgenden durchgeführt 
werden. 

Es sollen zunächst die Reihen für die Randverschiebungen 
aus den Gesetzen der Ringbiegung entwickelt werden. Ich 
setze zu diesem Zwecke: 


(58) o=F,+F,cos p + G,sing + 
| t=H,+H, cosy +... 


Si 
te 
vi 
in 
Ou dv 

(5 
d 
I 
( 
| 
| I 
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Sind @ und t die Funktionen, welche die gesetzmäßige Ver- 
teilung der o- und t-Werte am Rande in der Abhängigkeit 
von @ darstellen, sc ‘assen sich die Koeffizienten obiger Reihen 
in bekannter Weise berechnen; sie sind gegeben durch die 
Gleichungen: 


22 2x 
Im ng dg, 
(59) 


2a 2a 
hur 
— [#cosny ap, K,=ifrsinng dg. 
0 0 


In diese Integrale sind für 9 und 7 die aus der Theorie 
der Ringbiegung gewonnenen Ausdrücke (37) einzusetzen. 
Doch ist die Verschiedenheit der Vorzeichen der einzelnen 
Glieder in den Gebieten von 0 bis +2 und von 0 bis —z, 
die oben bereits angegeben worden ist, zu berücksichtigen. 
Integriert man im gleichen Sinne von 0 bis z und von r bis 22, 
so ist zu setzen: 


M( + 200g - — = 008g) O<g<a, 
= + y +" cos g) n<p<2n. 
(60) ; + + Zsinp — sing) 
O<qg<a, 
1 8x. 
cos — Fsinp+ sing) 
n<p<?2n. 


Berechnet man mit diesen Ausdrücken für @ und f die 
Integrale (59), so erhält man folgende Werte: 


= 0. 
K, Mr [1 +(- 1)*] 


Es sind also von Null verschieden nur die Koeffizienten 
F, und K,„ bei den geradzahligen Gliedern. Die Reihen für 
o und t am Rande lauten demnach: 


| 

| | | 

| | =0, 

| 
| 
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_ 2M (cos2p  cos4p cos6y cos 2 

2M (sin2 sin 6 y sin 


Ich setze wieder, wie =u, fir und be- 
rücksichtige, daß u) = — 0,07439 M ist, also 


2M _ 8.55802, 


zu 
ist. Dann lauten o und r in der Abhängigkeit von der den 
Betrag der Durchbiegung des Ringes bestimmenden Größe %,: 
o = + (0,95077 cos 2 9 + 0,03804 cos 4 @ 
+ 0,00699 cos 6 p +...) %, 
— (0,47538 sin 2 + 0,00951 sin 4 @ 
+ 0,00116 sin6@ +...) %. . 


(63) 


Vergleicht man diese Reihen mit den Formeln (46) und 
(57) der angenäherten Lösungen, so sieht man, daß die Koeffi- 
zienten der cos- und sin-Glieder bei den angenäherten Lösungen 
mit denen der vollständigen Lösung schon fast ganz überein- 
stimmen. Nur das konstante Glied im Ausdruck für o, das 
bei der ersten Annäherung noch beträchtlich, bei der zweiten 
schon sehr viel kleiner war, ist in der vollständigen Lösung 
ganz verschwunden. Unter diesen Umständen dürfte es wohl 
überflüssig sein, die Formeln (63) ebenso wie die Formeln (46) 
und (57) zahlenmäßig mit den @- und t-Werten zu vergleichen. 

Um aus diesen Grenzbedingungen die Spannungsverteilung 
im Innern des Zylinders zu finden, können zunächst aus den 
Werten von e und r die Werte von u und v und daraus die 
Werte von du/dx und dv/dy abgeleitet werden. Schreibt 
man allgemein: 


cosng, K,sinng, 
so ergibt sich aus den umgerechneten =. (36) 
cos (n + 
Eu Kr gin (n 
2 


F, t Ku 
(64) 


+1)y- 


In diesen Gleichungen können F, und K,, als Funktionen 
von r angesehen werden, die für r=r, die besonderen durch 
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die Formeln (61) bestimmten Werte annehmen. Bildet man 
daher die Ableitungen du/dx und Ov/dy, so hat man nicht 
bloB 9, sondern auch F,„ und K, nach x zu differenzieren. 
Man erhält 


ou 


Ber: 


65) 
(37 - =) cos* cos n 


Ov OF, 


Andererseits kann man Ausdrücke für du/dx und dv/dy 
aus dem Reihenansatz für die Funktion F [vgl. Gl. (18)] 


(66) F=>(4,— B,r’)r"cosngp 
auf Grund der Gleichungen (16) und (19) ableiten: 


r"-* cos n p 

+ S [n(n — 1) 4, — 1) B, 
sin? cos n p 

— 24 [n(n 1) 4,— + 1) 
sin p cospsinng, 


(n + 1) cos np 


S [n(n 1)4, — n(n + 1) 
cos? @ cos np 


+2 2° FES n—1)4,—n(n+ 1) r"-? sing 
| cospsinnp. 

Vergleicht man diese Ausdrücke mit den Ausdrücken (65), 
so erkennt man die Übereinstimmung im Bau der Glieder 
und sieht, daß sich durch Gleichsetzung der Koeffizienten 
zwei Gleichungen ergeben, aus denen F,, und K, zu berechnen 
sind. Die Auflösung dieser Gleichungen ergibt die Koeffi- 
zienten F, und K,, ausgedrückt durch die Koeffizienten A, 
und B, der Spannungsfunktion F. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 52. 38 
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E E 
(68) 1+ n(l +u)+4 
K, = + Zend, 


Damit ist die allgemeine Lösung des Problems gegeben, 
und es brauchen jetzt nur noch die durch (61) bestimmten 
Werte der F,, und K,, für r = ry in die Gleichungen (68) ein- 
gesetzt zu werden, um auch die Koeffizienten A, und B,, 
die die Spannungsverteilung in dem Zylinder bestimmen, 
durch die Randbedingung, d. h. durch die die Stärke der 
Verbiegung des Ringes messende Größe @, auszudrücken. 
Die Auflösung der beiden Gleichungen nach A, und B, ergibt: 


„2.1395 


ae,” = 1395 1 
Diese Ausdrücke gehen im aid Falle, in dem 

u = 0,5 gesetzt werden kann, in die folgenden über: 


(69) 


Burn" 1 ti, 
Diese Formeln gelten für alle n von 1 an. A, und B, 
ergeben sich = 0, da Fy und Ky = 0 sind. Aus den Formeln (70) 
folgt, daß die Koeffizienten A, und B, für alle ungeradzahligen 
Werte von n verschwinden. Für die geradzahligen Werte 
ergeben sich folgende Werte der Koeffizienten der Anfangs- 
glieder der Reihe: 


A Un U, 
| 4> = — 0,88086 An’ 0,00058 
_ _ 0,09509 = — 
— 0,01109 = — 0,00021 
Pure’ = — 0,00571 = — 0,00016 
= — 0,00181 _ _ 0,00010.® 


4 
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Diese Werte der Koeffizienten, eingesetzt in die Glei- 
chung (66) der Spannungsfunktion oder in die daraus nach 
(15) abzuleitenden Reihen für die Spannungen 4), ty, ty, 
deren einzelne Glieder durch (19) gegeben sind, stellen die 
vollständige Lösung des Problems dar. 


7. Die allgemeinere Lösung von Clebsch. 


Clebsch hat für das Problem der kreisförmigen Scheibe, 
auf deren Rand beliebige Kräfte parallel den ebenen End- 
flächen der Platte wirken, noch eine allgemeinere Lösung 
gegeben, die den Zustand in der Platte nicht als ebenen Ver- 
zerrungszustand behandelt, wie wir es in der bisherigen Ent- 
wieklung unseres Problems getan haben, sondern die Abhängig- 
keit der Verschiebungen auch von der Z-Koordinate berück- 
sichtigt. Daß auch in unserem Gelatinezylinder eine solche 
Abhängigkeit vorhanden sein muß, geht daraus hervor, daß 
die Endflächen des Zylinders durch den inneren Spannungs- 
zustand in einer eigentümlichen, später genauer zu besprechen- 
den Weise gewölbt werden. Also sind die Verschiebungen w 
in der Richtung der Z-Achse nicht gleich Null. Dann aber 
müssen auch die Verschiebungen u und v von Z abhängige 
Glieder enthalten, damit die Gleichungen (16) erfüllt sind. 

Wir denken uns die Ebene z2—=0 durch die Mitte der 
Zylinderachse hindurchgelegt und machen mit Clebsch?) die 
auch für unser Problem offenbar zutreffende Annahme, daß 
die Kräfte am Zylindermantel symmetrisch zur Ebene z= 0 
verteilt sind. Die von Clebsch aufgestellte Lösung lautet 
folgendermaßen: 


6€ 
2(1 - u +®, 


Sie befriedigt die Gleichgewichtsbedingungen (14) und 
die zwischen den Verzerrungen bestehenden Beziehungen (16), 
wenn 


(73) 


1) A. Clebsch, Theorie der Elastizität fester Körper. p. 164ff. 
88* 


w= — 


ist und ® und Y Funktionen sind, die der Gleichung (17) 
genügen. Da ® und Y diejenigen Werte darstellen, die u 
und v bei Vernachlässigung der von z abhängigen Glieder 
annehmen, so können wir für ® und Y die aus den Entwick- 
lungen der vorigen Abschnitte sich ergebenden Werte von 
u und v einsetzen. Dann ist auch & ohne weiteres zu berechnen. 
Wir können uns dazu der aus (16) folgenden Beziehung: 


ö 
(74) top 


bedienen und für t,,; und ty, die in (19) angegebenen Werte 
einsetzen, So ergibt sich aus (78): 


(75) (m + 1)B,rcosnp 


und daraus: 
+1)nB,r"-!sinn — 1)p. 


Diese Werte in (72) eingesetzt, führen für u, v, w, zu den all- 
gemeinen Lösungen: 


> B,r"*!cos(n + 1)g — 
{n4,—(n +1) | r™-1cos(n—1)q, 


{n4, — (n+ 1) B,} r™—lsin(n— 1)q, 


w= + 


Dabei habe ich die Ausdrücke für u und v so geschrieben, 
wie sie sich als Summe der Lösungen der einzelnen Ordnungen 
ergeben; d. h. bei Fortlassung des Summenzeichens stellen 
die Ausdrücke die, Werte von u und v für die Lösung der 
nten Ordnung dar. Faßt man in den Summen die Glieder 
gleieher Ordnung zusammen, so nehmen die Ausdrücke die 
Gestalt an: 
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)A 


Ba-ı n+ 2) 


(78) 


u-+ Sten + 1) dogs 2) 
An z?| 
l- u 


Man erhält also aus den früheren Lösungen die voll- 
ständige, auch die Z-Koordinate berücksichtigende Lösung, 
indem man in den früheren Ausdrücken die Größe r? B, er- 
setzt durch: 

2 

Ich bemerke noch, daß die Gleichungen (77) bzw. (78) 
vollständig mit den Gleichungen übereinstimmen, die Clebsch 
auf einem weniger durchsichtigen Wege abgeleitet hat!), 
wenn man in den von ihm aufgestellten Reihen die dort vor- 
kommenden Koeffizienten D, und B, gleich Null setzt, und 
die Koeffizienten C, und A, — ich will sie zur Unterscheidung 
von den hier benutzten Bezeichnungen C, und A, schreiben — 
zu den in meinen Gleichungen vorkommenden Koeffizienten 
A, und B, in folgende Beziehung bringt: 


(19) 
A, =— n+ 1) B,. 


Die Auswertung der Koeffizienten geschieht durch die 
Randbedingungen. Die Gleichungen, die Clebsch für seine 
Koeffizienten aufstellt, beruhen auf der Voraussetzung, daß 
die Verteilung der Kräfte am Zylindermantel gegeben sei. 
In unserem Falle sind die Koeffizienten, wie im vorigen Ab- 
schnitte dargelegt wurde, durch die vorgeschriebenen Ver- 
schiebungen der Randkurve bedingt. Aber wir können die 
im 6. Abschnitte entwickelten Ausdrücke für die Koeffi- 
zienten nicht ohne weiteres auf die vollständigere Lösung 
übertragen. Denn die dort durchgeführten’ Rechnungen würden 
hier nur für die Ebene z= 0 gelten. Da die Verschiebungen 


1) p. 179 und 180 seines Buches. 
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jetzt mit z veränderlich sind, während die Randkurve infolge 
der Starrheit des Zelluloidringes in allen Höhen des Zylinders 
gleich ist, müssen die Koeffizienten selber eine Abhängigkeit 
von 2 besitzen. Um die Neuberechnung der Koeffizienten 
durehzuführen, leite ich zunächst aus (77) auf Grund der 
Beziehungen nn die Werte von o und tf ab: 


(80) | + 2un(n + 1)z7B jr*-!cosng, 


+ 1)2? B,}r""!sinng. 


Schreibt man in diesen Gleichungen r, statt r, so stellen 
sie die Verschiebungen am Rande dar, und die Ausdrücke, 
mit denen cosnqg und sinn multipliziert sind, müssen 
dann die durch die Gleichungen (61) gegebenen Werte haben. 
Man hat also zur Auswertung von A, und B, die folgenden 
beiden Gleichungen: 


n(n + 1)22B,r"-!= [1 + (— I) —— 
+ end! ag B. + =f n 
M 


(m — 


| (n+ 1)2* = [1 + (— 


woraus sich an Stelle der Gleichungen (69) nunmehr folgende 
Gleichungen für A, und B, ergeben, wenn man noch wieder, 
wie oben, aM 
— = — 8,5580 - a, 


setzt: 

en) {1 4 


Führt man endlich für # wieder den Wert 0,5 ein, so 
erhält man zur zahlenmäßigen Berechnung der Koeffizienten 


A 

el 

di 

| 
u 

d 

a 

le 

( 

| 
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Ausdrücke, die für B, mit dem früheren Ausdruck (70) über- 
einstimmen, für A, sich von dem früheren Ausdruck durch 
den Faktor: 

(82) 1 


_2n-1)n 


8n+2 


unterscheiden. Damit ist auch die vollständigere Lösung 
durchgeführt. 

Da es für die Erscheinungen der Doppelbrechung nach 
den Gleichungen (6) und (10) auf die Größen t,, — ty, und ty 
ankommt, will ich noch die Ausdrücke für diese Größen ab- 
leiten. Man gewinnt sie am einfachsten, indem man die 
Beziehungen: 

E [du dv E (60 öu 

benutzt und von den Gleichungen (77) für u und v ausgeht. 
Man erhält so: 


— hy = — 2 — nn 1) 
+ (n — 1)n(n + 1) —2)q, 


= 


2,= +23 — 1)B,r9 
+ (n—1)n(n + 1) 2) 


In diesen Gleichungen miissen fiir A, und B, die durch (81) 
gegebenen Werte eingesetzt werden. Versteht man dagegen 
unter A, und B,, die früher berechneten Werte, wie sie durch 
(69) gegeben sind, so muß in den obigen Gleichungen A, noch 
mit dem Korrektionsfaktor (82) multipliziert werden. Dann 
lauten die Klammerausdrücke: 


(rn — 1)nA, — n(n+1)B,r? — 2(n — 1)n 
(n—1)n A, De 


8n+2 1,3 I+u 


Führt man hier in das letzte Glied für A, und B, ihre Werte 
nach (69) ein, so geht der ganze Ausdruck über in den folgenden: 


(n 


n+2 E % 8 


| 

| 


592 W. König. 


Daraus ist ersichtlich, daß das Glied mit 2? verschwindet, 
wenn a=0(, ist. Die in diesem Abschnitte behandelten 
Korrektionen, die aus der Berücksichtigung der Abhängigkeit 
der Verschiebungen von der Z-Koordinate hervorgingen, können 
also nur bei solehen Stoffen in Betracht kommen, deren Zu- 
sammendrückbarkeit nicht von einer höheren Ordnung ist 
als ihre Starrheit. Für unsere Gelatinepräparate fallen sie 
fort. Folglich können zur Beurteilung der Doppelbrechung 
in diesen die einfacheren Formeln der früheren Abschnitte 
benutzt werden. Nur die aus der dritten Gleichung (72) fol- 
gende Diekenänderung des Zylinders muß berücksichtigt wer- 
den (vgl. darüber Abschnitt 9). 


8. Vergleich der Theorie mit den Versuchen. 

Auf Grund der aufgestellten Lösung für die Spannungs- 
verteilung in dem Zylinder läßt sich die Verteilung der Doppel- 
brechung berechnen und mit den Beobachtungen vergleichen. 
Die Übersicht über die Zahlenwerte der Koeffizienten läßt 
von vornherein erkennen, daß die Erscheinungen in der Haupt- 
sache von dem ersten Gliede der Reihe — dem Gliede mit 
der Ordnungszahl n—=2 — beherrscht werden. Die von 
diesem Gliede allein herrührende Doppelbrechung entspricht 
in der Lage der Achsen und dem Gesetze der Phasenverteilung 
den im ersten Teile beschriebenen Beobachtungen, wie schon 
im vierten Teile ausgeführt worden ist. Für einen genaueren 
quantitativen Vergleich muß die vollständige Lösung heran- 
gezogen werden. 

Es soll auf Grund der vollständigen Lösung zunächst 
die Lage der Hauptspannungen erörtert werden. Sie ist durch 
Gleichung (6) gegeben. Setzt man in diese Gleichung die 
Reihenausdrücke für t,,, t,, und tg. ein, so erhält man: 

2(3.A, — 5 B,r*) r* sin 2p + 8(5A, — 7B, 7*) r* sin 4 
t+... 

(84) | tng = — A, — 8B, r* + 2(8 Br) cos + 8(5 A, 
— TB,r*) r*cos4g +4(74, —9B,r*) +. . 

Daraus ist ersichtlich, daß 2,,, = 0 ist, also die Achsen 
der Doppelbrechung mit den Koordinatenachsen oder den 
Zug- und Druckrichtungen zusammenfallen, 

1. für r= 0, d.h. in der Mitte des Zylinders, 

2. = 0 und d.h. für alle Punkte der 

Koordinatenrichtungen. 
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Zwischen gekreuzten Nicols muß also ein schwarzes Kreuz 
zu sehen sein, mit einer schwachen Aufhellung in den Qua- 
dranten nach dem Rande hin. Die Aufhellung nimmt von 
der Mitte aus nach dem Rande hin allmählich zu und erreicht 
kurz vor dem Rande ein Maximum. Aber die Drehung, die 
die Achsen der Doppelbrechung gegen die Koordinatenachsen 
in diesen Gebieten erfahren, ist nur sehr geringfügig. Wenn 
man die Zahlenwerte der Koeffizienten nach (71) in die Glei- 
chung (84) einführt, so berechnet sich für Punkte des Randes, 
d.h. r= 79, in der Mitte der Quadranten, also fir g=n/4, 
der Winkel, den die Achsen der Doppelbrechung mit den 
Koordinatenachsen machen, zu 2,70 bei Berücksichtigung der 
Glieder bis n = 10. Um diesen kleinen Betrag würden die 
Achsen der Doppelbrechung am Rande in der Mitte der Qua- 
dranten verdreht erscheinen gegen die Lage in der Mitte; 
unter den Voraussetzungen, auf denen unsere Rechnungen be- 
ruhen, daß nämlich der Zelluloidring seine Zusammendrückung 
in Riehtung der X-Achse erfahren hat, entspricht der Sinn 
der Drehung, die die Achsen erfahren, im Quadranten zwischen 
der +X- und der +Y-Achse einer Drehung von der + J- 
zur +X-Achse. Da sämtliche Koeffizienten A und B mit 
ü, proportional sind, so folgt aus Gleichung (72), daß die be- 
schriebene Anordnung der Achsen der Doppelbrechung von @, 
unabhängig ist. Das gilt aber natürlich nur, solange die Ring- 
biegung durch die dafür aufgestellten Formeln von St. Venant 
und von Lamb dargestellt wird. Diese Formeln gelten aber 
nur für sehr kleine Werte von up. — Die experimentelle Be- 
stätigung der Theorie stieß in bezug auf die Feststellung der 
Lagen der Doppelbrechungsachsen auf Schwierigkeiten, weil 
die theoretische Abweichung von der durchweg parallelen 
Lagerung der Hauptspannungen doch zu gering war, um 
nicht durch kleine Unregelmäßigkeiten bei der Verzerrung 
des Zylinders verdeckt zu werden. Besonders zeigte es sich, 
daß die Gelatine häufig schon im ungedrückten Zustande 
Spuren von Doppelbrechung aufwies, die sich dann im rund- 
gedrückten Zylinder gerade am Rande, wo die erzeugte Doppel- 
breehung gering ist, störend bemerkbar machte und oft eine 
dem Sinne nach gerade verkehrte Drehung der Achsen in 
der Mitte der Quadranten hervorrief. 

Dagegen gestatteten die gemessenen Werte der Phasen- 
differenzen eine unmittelbare Prüfung der Theorie. Die Größe 
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der Phasendifferenz ergibt sich theoretisch aus Gleichung (10), 
die durch Einsetzung der Reihensummen die Form annimmt: 


[4(A, — 8.B,r?) + 8(8.4, — 5B, 


(85) 4= (p — + ...]? + [8(8 4, — 
5 B,r*)r? sin2 +...]*. 


Diese Formel gibt uns zunächst eine einfache Beziehung des 
Betrages der Phasendifferenz in der Mitte, 4,, d. h. für 
r= 0, zu der die Doppelbrechung bewirkenden Verbiegung 
des Ringes ug: 


h N* 1 hN?* TR 


Die Größe N? (p — q)/v, habe ich in einer früheren Ab- 
handlung!) mit G, bezeichnet und habe ihre Messung mit 
Hilfe der durch Dehnung oder Zusammendrückung oder durch 
Scheerung bewirkten Doppelbrechung an Gelatineklötzen be- 
schrieben. Um Formel (86) zu prüfen, wurden aus derselben 
Gelatinemasse sowohl ein viereckiger Klotz wie im elliptisch 
gedrückten Zelluloidring ein Zylinder mit ebenen Grund- 
flächen gegossen. Es wurden dann einerseits an dem Klotz 
in der früher beschriebenen Weise die relativen Dehnungen 
oder Zusammendrückungen für die Phasendifferenzen + 7/2 
der Doppelbrechung im Natriumlicht bestimmt und G, daraus 
berechnet. Andererseits wurde an dem Zylinder die beim 
Runddrücken in der Achse des Zylinders entstehende Phasen- 
differenz ebenfalls im Natriumlicht mit dem Kompensator 
gemessen. Die Dicke h des Zylinders ergab sich aus der Höhe 
des Zelluloidringes. Das Verhältnis @,/r, wurde dadurch ge- 
funden, daß die kleine Achse des Zelluloidringes in elliptisch 
gedrücktem Zustande und der Durchmesser in rundem Zu- 
stande gemessen wurden; die Differenz dieser beiden Längen, 
geteilt durch die letztere Länge, ergibt das gesuchte Ver- 
hältnis @,/r. Aus den gemessenen Größen wurde dann Gp 
nach der Formel: 


Adan 


berechnet. Es wurden drei Versuche mit drei verschiedenen | 


1) W. König, Boltzmann-Festschrift. p. 835. 1904. 
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und verschieden stark gedrückten Zylindern ausgeführt. Ich 
stelle die Daten in der folgenden Tabelle zusammen: 


h rn, iy Am G, für 1 = 0,000589 
1. 402mm 21,08 mm 292mm 2,49 0,000115 
2, 800 „ 21,0 ,, 8,16 „ 2,87 0,000185 
3. 88,5 „ ei, 2,15 „ 1,656 0,000109 


Dagegen ergaben die Messungen an zwei Gelatineklétzen 
folgende Werte: 


1. Klotz: Dicke 15,7mm Rel. Dehnung . . . . 0,1409 G, = 0,000095 
„ Zusammendrückung 0,1168 0,000102 
ur » 166, 4, Dehnung . . . . 0,1191 0,000106 
„ Zusammendrückung 0,1119 0,000100 


Die Messungen der relativen Dehnung oder Zusammen- 
drückung sind wesentlich genauer als die Feststellung des 
Wertes von @%/ro. Daher liegen die vier Werte von Gy, die 
an den Gelatineklötzen gemessen wurden, sehr viel enger 
beieinander als die an den Zylindern gemessenen Werte. Der 
Mittelwert der Messungen an den Gelatineklötzen würde 


Gy = 0,000101, der an den Zylindern 0,000120 betragen. In . 


der Größenordnung stimmen die beiden Werte so weit über- 
ein, daß man die prinzipielle Richtigkeit des Ansatzes (86) 
wohl als bestätigt ansehen kann. Doch kann nicht über- 
sehen werden, daß die Werte von G, und entsprechend die 
Phasendifferenzen in den Zylindern durchweg etwas größer 
sind, als sie nach der Formel und den Feststellungen über Gy 
an den Klötzen sein sollten. Wollte man die Beobachtungen 
an den Zylindern mit dem an den Klötzen bestimmten Werte 
von G, in Übereinstimmung bringen, so müßte man in (86) 
den Zahlenfaktor 0,880 durch 0,457 ersetzen. Man könnte 
die Frage aufwerfen, ob diese Abweichung von der Theorie 
vielleieht dadurch hervorgerufen ist, daß die Verbiegungen 
des Zelluloidringes zu groß waren, um die nur für kleine Ver- 
zerrungen gültige Saint-Venantsche Theorie noch in Strenge 
auf sie anwenden zu können. Zur Prüfung dieses Bedenkens 
habe ich an dem elliptisch gedrückten Ringe nicht bloß die 
kurze, sondern auch die lange Achse ausgemessen. Das Ver- 
hältnis der Verlängerung der langen Achse zur Verkürzung 
der kurzen Achse entspricht dem Verhältnis v)/up, für das 
die Saint-Venantsche Theorie den Wert 0,92 ergibt. Die 
Messungen ergaben an den Ringen 1 und 3 0,88, an dem 
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Ring 2 0,96. Diese Werte liegen also zu beiden Seiten des 
theoretischen Wertes, und das sprieht nieht dafür, daß die 
Vergrößerung des A„ bei allen drei Zylindern auf die Ab- 
weichung der Zylinderform von der theoretisch geforderten 
Form zurückzuführen wäre. 

Ähnliche Schwierigkeiten in der genaueren Übereinstim- 
mung zwischen Theorie und Beobachtung ergeben sich, wenn 
man die gemessene Abnahme der Phasendifferenzen von der 
Mitte nach dem Rande hin mit der Formel (85) vergleicht. 
Die Beobachtungen sind durch die einfache Formel 


A=a—br? 
darstellbar gewesen. Diese Formel entspricht dem ersten 
Gliede unserer Reihenentwicklung. Vernachlässigt man in 


der Formel (85) alle übrigen Glieder, so kann man für A in 
erster Annäherung schreiben: 


$B, 
(88) A= 4, (1 - r?) 
und unter Einsetzung der Zahlenwerte: 
(89) 4=4, (1 — 0,750 5): 


Rechnet man die Formeln (1), (2), (8) des Abschnittes 1, die 
die Messungsergebnisse empirisch darstellen, unter Benutzung 
der angegebenen Werte der Durchmesser 2 ry auf die Form (89) 
um, so erhält man: 


aus (1) 4=4[1- 091475), 
r? 

aus (2) A= 4, (1 — 0,894 |, 

aus (3) A = 4, (1 _ 0,956 2) . 


Der Fall 8 muß allerdings ausgeschieden werden, da er 
anderen Grenzbedingungen entspricht. Aber auch bei den 
beiden anderen Fällen ist die Abnahme der Phasendifferenz 
von der Mitte nach dem Rande hin beträchtlich größer, als 
sie es der Formel (89) nach sein sollte. 

Benutzt man statt (89) die vollständige Formel (85), so 
kommen zu dem ersten Näherungsgliede, das die qualitativ 
richtige Formel (89) ergibt, noch Glieder hinzu, die nicht 


E 
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bloß von höheren Potenzen von r, sondern auch vom Azimut p 
abhängen. Um den Einfluß dieser Glieder auf den Wert der 
Phasendifferenz darzustellen, will ich das Verhältnis von A 
zu A, fir r= 479 und für r= ry für die drei Azimute gm = 0, 
m/4 und 2/2 berochnen. Man erhält: 


1 fir 1 
2 
p=0 A = 0,851 : 4, A = 0,288 : 4,, 
P= 0,810 ° 4, 0,245 In» 
0,781. 4, 0,230 » 4,. 


Die angenäherte Formel (89) würde ergeben: 
A = 0,812 A, A = 0,250 A, . 


Die Beobachtungen wiirden ergeben im Mittel aus den For- 
meln (1) und (2): 


A = 0,776 A, A = 0,096 Ay. 


Daraus ist ersichtlich, daB nach der vollstiindigen Theorie 
die Phasendifferenzen für ein bestimmtes r bei veränder- 
lichem 9 um einen Wert herum schwanken, der gleich dem 
aus der Niherungsformel (89) folgenden Werte ist. Die voll- 
ständige Theorie ändert also nichts an dem Ergebnis der 
Niherungsformel, daß der Abfall der Doppelbrechung von 
der Mitte nach dem Rande hin beträchtlich schneller erfolgt, 
als nach der Theorie der Fall sein sollte, so daß trotz der 
etwas höheren Werte der Phasendifferenzen in der Mitte, 
am Rande schließlich viel tiefere Phasendifferenzen auftreten, 
als nach der Theorie zu erwarten wären. Außerdem verlangt 
die vollständige Theorie nach dem Rande hin einen nicht 
unbeträchtlichen Einfluß des Azimuts auf die Phasendifferenz, 
so daß also die Isochromaten nicht genaue Kreise sein dürften. 
Auch diese Forderung der Theorie tritt nicht mit genügender 
Deutlichkeit in die Erscheinung. Die auf p. 559 mitgeteilten 
Beobachtungen zeigen zwar Verschiedenheiten des Verlaufes 
der Phasendifferenzen in verschiedenen Azimuten; aber diese 
Verschiedenheiten entsprechen der Theorie nicht, vor allem 
nieht in der Unsymmetrie ihrer Anordnung, und rühren, wie 
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schon oben erwähnt, offenbar von Ungleichmäßigkeiten des 
Zelluloidringes her. 


Alles in allem zeigen die Beobachtungen die Grund- 
erscheinung, die dem Sonderfalle n = 2 entspricht, stärker 
und einheitlicher ausgeprägt, als es die Theorie erwarten läßt. 
Die feineren Abweichungen von diesem Grundschema treten 
nicht deutlich und eindeutig in die Erscheinung. Das kann 
einerseits dadurch verursacht sein, daß die Bedingungen der 
Ringbiegung und der ursprünglichen Spannungsfreiheit des 
Gelatinepräparates nicht hinreichend erfüllt sind. Anderer- 
seits aber ist zu beachten, daß die vorgetragene Theorie zwei 
Umstände noch unberücksichtigt gelassen hat, die gerade 
nach dem Rande hin die Phasendifferenzen erheblich beein- 
flussen können. Das sind die Dickeniinderungen, die durch 
die elastische Beanspruchung des Gelatinezylinders in diesem 
hervorgerufen werden, und die Kräfte, die längs des Zylinder- 
mantels diese Dickenänderungen verhindern. Der Einfluß 
beider Umstände muß noch erörtert werden. 


9. Die Verbiegung der Endflächen. 


Wird der elliptische Gelatinezylinder in die runde Form 
gedrückt, so nehmen die ursprünglich ebenen Grenzflächen 
eine sattelförmige Gestalt an. In den Punkten der ursprüng- 
lich langen Achse quillt die Gelatine infolge der Zusammen- 
drückung in die Höhe, in den Punkten der kurzen Achse 
senkt sie sich infolge der Dehnung. Doch heben sich beide 
Wirkungen in der Mitte auf, weil sie hier gleichzeitig in gleicher 
Größe auftreten; mit wachsendem r überwiegt die eine oder 
die andere Wirkung. 

Zur Berechnung dieser Formänderungen der Endflächen 
dient die letzte der Gleichungen (77). Ist h/2 die Z-Koor- 
dinate der Punkte der Endfläche im ungedrückten Zustande, 
so geht sie in gedrücktem Zustande in den Wert h/2 +w 
über. Die Z-Koordinaten der Endfläche sind also durch die 
Gleichung gegeben: 


(90) z= (1+ + 1)B,r cos ng), 


die durch Einsetzen der Zahlenwerte für B, und für u über- 
geht in: 
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h Uo 


(01) 


(0,28527 cos 2g + 0,02855 7 cos 4p + .. ) ; 


Die Schnittkurve der Endfliche mit einer durch die 
Z-Achse gelegten Ebene hat also parabelähnliche Gestalt; in 
den Azimuten 


32 usw 
4 


wird sie in erster Annäherung zu einer Geraden. Ist @, positiv, 
also die Gelatine in der X-Richtung gedehnt, in der Y- Richtung 
zusammengedrückt, so hat die Schnittkurve in der XZ-Ebene, 
d.h. für = 0, die Gleichung: 


(92) z = * — 0,2853 2? — 0,0286h 
in der YZ-Ebene, d.h. für g = 2/2, die Gleichung: 
(93) z= * + 0,2858 — 0,0286 ys, 
2 To 4) 


Diese von der Theorie geforderten Krümmungen der 
Fläche sind in der Tat gut wahrnehmbar und sogar durch 
Spiegelungs- und Brechungswirkung bis zu einem gewissen 
Grade meßbar. Es konnte festgestellt werden, daß in der 
Richtung, in der die Gelatine gedehnt wird, eine nach außen 
konvexe, in derjenigen Richtung, in der sie zusammengedrückt 
wird, eine nach außen konkave Krümmung des Mittelteiles 
der Endflächen eintritt. Bei dem Zylinder Nr. 3 wurde unter 
den auf p. 559 mitgeteilten Verhältnissen der Krümmungsradius 
der konkaven Krümmung aus der Brennweite eines reflektierten 
Parallelstrahlenbündels bei zwei Versuchen an verschiedenen 
Tagen zu 18 und zu 15,4 em gefunden; für den Radius der 
konvexen Krümmung ergab die Brennweite des hindurch- 
gehenden Bündels und der Brechungsopponent n = 1,4458 
der Gelatine einen etwas größeren Wert, ca. 35 cm. Setzt 
man die oben angegebenen Werte von h, @, und r, in den 
Ausdruck für w ein, so erhält man die Kurvengleichung, be- 
zogen auf den Scheitelpunkt als Nullpunkt der Z-Koordinate: 


(94) 2 = F 0,0025 2? — 0,000 000 56 2*, 


wobei die Strecken in Millimetern gemessen sind, und das 
obere Zeichen des ersten Gliedes fiir die konvexe, das untere 
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für die konkave Krümmung gilt. Bei der Kleinheit des Koef- 
fizienten des zweiten Gliedes kann es vernachlässigt werden, 
Dann ergibt die Theorie als Krümmungsradius in der Mitte 
der Fläche den Wert 20 em. Mehr als die offenbar vorhandene 
Übereinstimmung in der Größenordnung zwischen den theo- 
retischen und den beobachteten Werten kann man kaum er- 
warten, da die Ausbildung dieser Krümmungen durch die 
Randwirkungen beeinträchtigt wird. 

Auf die gemessenen Phasendifferenzen hat die Verbiegung 
der Endflächen insofern Einfluß, als die Dicke der durch- 
strahlten Schicht geändert wird. In Gleichung (85) tritt also 
an Stelle von h der Ausdruck 


h+2w, 


Wenn man sich in der Reihenentwicklung fiir w auf das erste 
Glied beschränkt, ist also der Ausdruck für die Phasendifferenz 
noch mit dem Korrektionsfaktor: 


(95) 
| = 10,5754 cos 2 


zu multiplizieren. Um die mögliche Größe dieses Einflusses 
auf die Phasendifferenzen beurteilen zu können, soll der Kor- 
rektionsfaktor wieder für r/ry = 4 und r/r,=1 und zugleich 
für p= 0 und = 2/2 berechnet werden, unter der in Wirk- 
lichkeit freilich nicht zutreffenden Voraussetzung, daß sich 
die Diekenänderungen bis zum Rande ungestört entwickeln 
können. Für @,/r, soll entsprechend den Beobachtungen 
am Zylinder Nr. 3 (vgl. p. 595) rund der Wert 0,1 angenommen 
werden. Die Rechnung ergibt dann für den Korrektions- 
faktor (95) 
1 


1. für => 0: den Wert: 0,986, 

=1 „ » 0,042, 


Vergleieht man diese Zahlen mit dem anderen auf p. 597 
behandelten Einfluß des Azimuts, so sieht man, daß die beiden 
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Einflüsse in entgegengesetztem Sinne wirken, sich also bis 
zu einem gewissen Grade ausgleichen können. Während der 
früher behandelte Einfluß in den Fällen 1 und 2 4,8 und 
11,2 Proz. ausmachte, beträgt der Einfluß der Dicken- 
änderung 1,4 und 5,8 Proz. im entgegengesetzten Sinne. 


Aber die Diekenänderungen kommen nach dem Rande 
hin nieht zur vollen Ausbildung, weil die Gelatine an der in 
der Z-Richtung unveränderlichen Wand des Zelluloidringes 
haftet. Dieser Umstand vermindert nicht bloß den Einfluß 
der Diekenänderung, sondern muß durch die Kräfte, die die 
Ausdehnung oder Zusammenziehung in der Richtung der 
Z-Achse verhindern, notwendig weitere Veränderungen in der 
Verteilung der inneren Spannungen und damit in den Er- 
scheinungen der Doppelbrechung hervorrufen. Um diesen 
Einfluß beurteilen zu können, muß man sich klar machen, 
daß die Auseinanderziehung der Randpartien in der Rich- 
tung der Z-Achse von einer Querkontraktion dieser Partien 
in der XY-Ebene, also von einer Zugwirkung auf den inneren 
Teil des Zylinders begleitet sein muß, und umgekehrt eine 
Zusammendrückung der Randpartien in der Z-Richtung von 
einer Druckwirkung in der XY-Ebene. Von der Richtigkeit 
dıeser Überlegung kann man sich durch einfache Versuche 
Rechenschaft geben. Wenn man auf einen rundgedrückten 
(ielatinezylinder, der die beschriebenen Erscheinungen der 
Doppelbrechung zeigt, in der Nähe des Randes von beiden 
Seiten aus lokal begrenzte Drucke ausübt, etwa durch Gegen- 
drücken der Fingerspitzen, so tritt in der Mitte eine Erhöhung 
der Doppelbrechung ein, wenn die Druckstellen an den Enden 
désjenigen Durchmessers liegen, der beim Runddrücken des 
Zylinders zusammengedrückt wurde, also da, wo die Gelatine 
durch die Druckwirkung emporzuquellen sucht. Die um- 
gekehrte Wirkung tritt ein, wenn die Druckstellen an den 
Enden der Zugachse liegen. Dementsprechend kann man 
sich vorstellen, daß die Verhinderung des Emporquellens oder 
der Zusammenziehung der Gelatine am Rande Wirkungen 
hervorbringt, die eine Erhöhung der Doppelbrechung in der 
Mitte bedingen würden. Ich möchte die Vermutung aus- 
sprechen, daß die höheren Werte von G,, die im Abschnitt 8 
aus den Messungen an den Zylindern nach Formel (87) im Gegen- 


satze zu den Messungen an den Gelatineklötzen berechnet wurden, 


Annalen der Physik, IV, Folge. 52. 89 
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auf diesen Umstand zurückgeführt werden können. Dagegen 
scheint mir der Unterschied der Formel (89) von den Beob- 
achtungen durch diese Überlegungen nieht beseitigt, sondern 
eher erhöht zu werden, wenn man nicht die Annahme machen 
wollte, daß die besprochene Randwirkung die Doppelbrechung 
in der Mitte zwar erhöht, in den Randpartien dagegen ernie- 
drigt: Aber ich sehe nicht, daß man diese Annahme begründen 
könnte. Eine strenge Theorie dieser Randkorrektion zu ent- 
wickeln, ist mir vorläufig nicht möglich. Ich muß daher die 


Frage nach einer Erklärung jenes Unterschiedes offen lassen. 


10. Andere Randbedingung. 


Ich habe am Schlusse des ersten Abschnittes eine Ab- 
änderung des Verfahrens beschrieben, das ich ursprünglich 
benutzte, um den elliptischen Zylinder rundzudriicken. Um 
das Auftreten von Zugkräften zu vermeiden, wurde der 
Zylinder aus der Zelluloidfassung herausgenommen und unter 
Zwischenschaltung eines Schmiermittels in ein etwas engeres 
rundes Glasrohr hineingedrückt. Die Randbedingungen des 
theoretischen Ansatzes sind in diesem Falle offenbar anders 
zu formulierén. Erstens ist zu den Kräften, die im Falle des 
Zelluloidringes von diesem ausgeübt wurden, um die Zylinder 
rundzudrücken, noch eine allseitig gleiche radiale Druck- 
kraft B, hinzuzufügen, die den Zylinder an dem Querschnitt 
mit dem Radius r, zusammendrückt auf den kleineren Quer- 
schnitt mit dem Radius r,. Zweitens aber verschwindet das 
Haften des Zylinders an der Rohrwand. Die Schubkraft S 
muß daher verschwinden und nur ein radialer Druck übrig 
bleiben. Das gibt ein anderes System von Randbedingungen. 

Der Einfachheit halber lege ich, wie in Abschnitt 4, die 
aus den Lösungen n = 0 und n = 2 zusammengesetzte Lösung 
der Betrachtung zugrunde. Dann folgt aus (13) und (38): 


| R= —2B, — 24,008 2p, 
S=+2(4,—-3B,r, sin29. 

Soll S infolge der Gleitung an der Wand verschwinden, 
so muß zwischen A, und B, die Beziehung bestehen: 

(97) As = 8 B, 19 . 

Die beiden anderen Konstanten B, und B, sind dann durch 
den Betrag der Ringbiegung einerseits und durch die Zu- 


(96) 
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sammendrückung von ry auf 7,’ andererseits bestimmt. Man 
erhält ihre Werte am einfachsten, indem man aus den elasti- 
schen Gleichungen der Ausdrücke für die Verschiebungen u 
und v am ableitet: 


2% co8dp, 


(98) 


‘sing + 3++" B, r, sin 
| sin 3 y 


und nun die Werte von u und v fir cand und g=n/2 
gleich den Werten setzt, die sie nach Maßgabe der Ring- 
biegung und der Zusammendriickung haben miissen. Wir 
nehmen wieder an, daß der Zelluloidring beim Gießen des 
Zylinders in der X-Richtung zusammengedrückt war, so daß 
der ursprüngliche Radius des Ringes r, in dieser Richtung 
um @ verkürzt, in der dazu senkrechten Richtung um », 
verlängert war. Wird der so gestaltete elliptische Zylinder 
in ein rundes Rohr vom Radius 7,’ hineingepreßt, und be- 
zeichnet man die Differenz der Radien ry — ry’ mit 9’, so ist 
die schließliche Verschiebung der Randpunkte in der X-Achse: 
+ü,— 0’, in der F-Achse: — v, — 9’, und es gelten nach 
(98) die beiden Gleichungen: 


2(1 — 2(8 + u) ; 


aus denen folgt: 


4(1-u) ’ 
Bry _ + 
E 48+ 
Hier kann wieder uw = 0,5 und 6, nach (45) = 0,9183 @, gesetzt 
werden — das negative Vorzeichen von , ist im obigen Ansatz 
bereits beriicksichtigt — wodurch: 


ao) +9 = - 0,18704, 


wird. Die Formel für die Phasendifferenz [vgl. Gleichung (28) 
bzw. (85)] nimmt dann die Form an: 


(100) 


Br’ 
E 


39* 
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h N? 
(102) 


1+ 


in der aber k nicht die ursprüngliche Dicke h, des Zylinders, 
sondern die durch die gesamte elastische Gestaltsänderung 
des Zylinders veränderte Dicke bedeutet: 


hm hy + 2w hy (1 + cos 29) 
(108) =h, (1 — 00817 
— 0,8220 70829). 


Formel (102) zeigt vor allem, daß die Phasendifferenz in 
diesem Falle, d. h. wenn die Bedingung S=0 in Strenge 
erfüllt ist, am Rande für r=r,' gleich Null sein muß, wäh- 
rend in dem früher behandelten Falle der Biegung im Zelluloid- 
ring die Phasendifferenz am Rande nach (89) 0,25 von der 
in der Mitte sein sollte. Alle Beobachtungen haben ergeben, 
daß die Phasendifferenz am Rande kleiner als 0,25 x A, ist; 
sie war nach p. 596 im Fall (1) 0,086 A,,, im Fall (2) 0,106 A,,, 
im Fall (3) 0,044 A„. Von diesen Fällen entspricht der letzte 
den hier vorausgesetzten Bedingungen, und wenn trotzdem: 
die Phasendifferenz am Rande nicht vollkommen verschwunden 
war, so ist das leicht aus dem Umstande zu erklären, daß 
die Gleitung an der Wand trotz des Schmiermittels keine 
ganz vollständige, also S nicht genau gleich Null gewesen 
sein wird. Daß aber in den anderen beiden Fällen die Beob- 
achtungen zwischen den beiden theoretischen Formeln (89) 
und (102) liegen, und zwar noch mehr nach der letzteren hin 
als nach der ersteren, dürfte vielleicht darauf hindeuten, daß 
hier die umgekehrte Bedingung — die des vollkommenen 
Haftens der Gelatine an der starren Wand des Zelluloidringes — 
nicht in aller Strenge erfüllt ist. 


11. Praktische Anwendung des Verfahrens auf andere Probleme. 
Die mittlere Anisotropie des Zylinders. 

Die Veranlassung zu der vorliegenden Untersuchung lag 

auf einem ganz anderen Gebiete als demjenigen, dem die 

Untersuchung selber angehört. Ich suchte nach einem Ver- 
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fahren, um die Differenz der magnetischen Suszeptibilitäten 
in einem Körper zu bestimmen, dem durch einseitigen Druck 
oder Zug eine künstliche Anisotropie verliehen ist.!) Die 
Methode der Untersuchung verlangt eine Kugel oder in diesem 
Falle zweckmäßiger einen Kreiszylinder mit ebenen End- 
flächen aus dem zu untersuchenden Stoffe; die Achsen der 
künstlichen Doppelbrechung müssen möglichst überall parallel 
gelagert sein und die Druckvorrichtung, die ‘die künstliche 
Doppelbrechung erzeugt, muß so beschaffen sein, daß, wenn 
das Ganze in einem homogenen magnetischen Felde auf- 
gehängt wird, die Druckvorrichtung allein kein stärkeres, die 
schwachen Wirkungen des doppelbrechenden Stoffes über- 
deckendes Drehungsmoment erfährt. Es lag nahe, diese For- 
derungen in der Weise zu erfüllen, daß mittels eines Kork- 
bohrers aus einer möglichst gleichmäßig gedehnten Platte, 
z. B. von erstarrter Gelatinelösung, ein Zylinder heraus- 
geschnitten und in eine geeignete zylindrische Hülle ein- 
geschoben wurde. Aber dieses Verfahren führte zu keinen 
brauchbaren Ergebnissen wegen der beim Bohren eintretenden 
Verzerrungen. Dagegen stellt das in der vorliegenden Unter- 
suchung behandelte Verfahren eine unmittelbare Lösung der 
Aufgabe dar. Denn die in elliptischer Form gegossenen und 
dann rund gedrückten Zylinder zeigen eine Doppelbrechung, 
deren Achsen überall die gleiche Richtung haben. Macht 
man daher den äußeren festen Zylinder, dessen Gegenwirkung 
die inneren Spannungen in der Gelatine aufrecht erhält, aus 
einem möglichst gleichmäßigen und möglichst schwach magne- 
tischen Stoffe und hängt ihn mit der Gelatine darinnen ge- 
nau zentriert um seine Achse an einer Torsionsvorrichtung 
in einem homogenen Magnetfelde auf, dessen Kraftlinien 
auf der Zylinderachse senkrecht stehen, so wird ein Drehungs- 
moment auftreten, das im idealsten Falle ausschließlich durch 
den anisotropen Charakter des Gelatinezylinders bedingt ist 
und von der Lage der Druckachse in ihm zu den Kraftlinien 


1) Den qualitativen Nachweis, daß mit künstlicher Doppelbrechung 
auch eine Differenz der Magnetisierbarkeit nach verschiedenen Rich- 
tungen verknüpft ist, hat H. Ambronn an Gelatineplatten geführt, 
die er unter Spannung hatte austrocknen lassen. Vgl. Berichte der 
K. Sachs. Ges. d. Wiss., Math.-Physikal. Klasse, Sitzung vom 3. August 
1891. 
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des Feldes abhängt. Bildet die Druckachse mit den Kraft- 
linien den Winkel 9 und ist x, die Suszeptibilität in Rich- 
tung der Druckachse, x, senkrecht dazu, und bedeutet 9 
die Feldstärke, so wirkt an jedem Raumelement dV des 
Gelatinezylinders nach der Thomsonschen Theorie!) ein 
Drehungsmoment 


H? (x, —%,)dV sin®#cos®, 


das je nach dem Vorzeichen von (*, — %,) die Druckachse zu 
den Kraftlinien parallel oder senkrecht zu stellen sucht. 
Nun ist in unserem Gelatinezylinder die Anisotropie allerdings 
nicht überall gleich groß; sie ist in der Mitte am größten und 
nimmt nach dem Rande hin fast bis auf Null ab. Man wird 
die Annahme machen können, daß die Differenz der Suszepti- 
bilitäten der Differenz der Verzerrungen in den beiden Haupt- 
druckrichtungen proportional ist — eine Annahme, die der- 
jenigen Neumanns in bezug auf die Lichtgeschwindigkeiten 
bei der künstlichen Doppelbrechung entspricht. Ich will die 
Proportionalitätskonstante in diesem Falle mit K bezeichnen, 
also setzen: 

(104) x, —*, = Ka — 


Dann ist das Drehungsmoment, das der ganze Zylinder im 
Felde von der Stärke § erfährt: 


(105) D = sin # cos (« — pal. 

Setzen wir entsprechend den Formeln (9) und (27): 
1 

(106) 


so wird, wenn wir noch von vornherein u = 0,5 setzen und 
unter V das Volumen des Zylinders verstehen: 


= Vai 6A, 
Ware die Anisotropie in der ganzen Ausdehnung des Zylinders 
so groB wie in der Mitte, so wire das Drehungsmoment 


(108) D = KG? 


1) Sir William Thomson, Phil. Mag. (4) 1. p. 177. 1851. Papers 
on Electrostatic and Magnetism. p. 471—487. 
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Nimmt die Anisotropie nach dem Rande hin bis auf Null 
ab, so ist mit Rücksicht auf (97) der Mittelwert der Aniso- 
tropie des Zylinders die Hälfte des Maximalwertes, und das 
Drehungsmoment würde der Theorie nach den Wert: 


(109) D = — 0,8165 Fsin2 


haben. Benutzt man dagegen einen im Zelluloidring haftenden 
Gelatinezylinder, so würde aus den durch (71) gram 
Werten von A, und B, folgen: 


(110) D =— 0,1182% Vsin29. 


Vorversuche ergaben die Möglichkeit der Ausführung. 
Über die Messungen der Größe K, mit denen zurzeit Hr. Braun- 
eck in meinem Institute beschäftigt ist, wird später berichtet 
werden. 


12. Zusammenfassung. 


Es wird ein einfaches Verfahren beschrieben, in einem 
Gelatinezylinder mit kreisförmigem Querschnitte einen Span- 
nungszustand zu erzeugen, bei dem die Hauptspannungen an 
allen Stellen die gleiche Richtung haben; die Differenz der 
Hauptspannungen und entsprechend die Stärke der Doppel- 
breehung ist dabei in der Mitte am größten und nimmt nach 
dem Rande hin ab nach dem einfachen Gesetze: a — br’. 
Die Theorie dieser Erscheinung wird aus den Gesetzen der 
Elastizität in verschiedenen Graden der Annäherung, schließ- 
lich in vollständiger Lösung durch unendliche Reihen ent- 
wickelt. Der Vergleich der Theorie mit den Beobachtungen 
gibt qualitativ vollkommene Übereinstimmung, quantitativ 
gewisse kleine Abweichungen, deren Ursachen noch nicht 
vollständig aufgedeckt werden konnten. Zum Schluß wird 
darauf hingewiesen, daß sich das Verfahren benutzen läßt, 
um die Differenz der Suszeptibilitäten in Stoffen mit künst- 
licher Anisotropie zu messen; die darauf bezüglichen Formeln 
werden entwickelt. 


Gießen, März 1917. 
(Eingegangen 24. März 1917.) 
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2. Spektroskopischer Vergleich zwischen den 
Theorien des starren und des deformierbaren 
Elektrons'); 


\ von Karl Glitscher. 


Einleitung. 


Die Schwierigkeiten, die sich der Durchführung von Kauf- 
manns klassischen Untersuchungen als Präzisionsmessungen 
zur Entscheidung zwischen den Theorien des starren und des 
deformierbaren Elektrons entgegenstellen, sind allgemein be- 
kannt. 

In Anbetracht dessen ist ein Vergleich zwischen beiden 
Theorien auf einem anderen Gebiete als dem der Ablenkung 
von ß-Strahlen sehr erwünscht. Als solches bietet sich 
uns nach Aufstellung der Theorie der Feinstruktur wasser- 
stoffähnlicher Spektren durch Sommerfeld?) die Spektro- 
skopie. Sommerfeld fand die Feinstruktur, als er dem 
Bohrschen Modell neben der azimutalen auch eine radiale 
Quantenbedingung auferlegte und Impuls und Energie des 
Elektrons nicht durch die Formeln der gewöhnlichen Mechanik, 
sondern der Relativitätstheorie ausdriickte. W. Lenz stellte 
darauf in einem Feldpostbriefe an Sommerfeld die Frage, 
wie sich die Feinstruktur bei Anwendung der Abraham- 
schen Formeln ergeben würde; man müßte, falls es die MeB- 
genauigkeit erlaubte, auf diesem Wege zwischen Abraham und 
Lorentz-Einstein entscheiden können. 

Diese Bemerkung gab die Veranlassung zu vorliegender 
Arbeit. Danach hätten wir im folgenden genau so zu ver- 
fahren wie Sommerfeld, nur müßten wir statt von den 
relativistischen Formeln für Impuls und Energie von den 
Abrahamschen Gebrauch machen. In mathematischer Hin- 
sicht zeigt sich dabei, daß sich der exakten Ausführung des 


1) Gekürzte Dissertation des Verfassers. München, Februar 1917. 
2) Ber. d. Münch. Akad. p. 425. 1915; Ann. d. Phys. 51. p. 1. 1916. 
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radialen Phasenintegrals große Schwierigkeiten in den Weg 
stellen, die bei der Relativität nicht auftreten. Wenn man 
aber Impuls und Energie in Potenzreihen von 

entwickelt und diese je nach der verlangten Genauigkeit früher 
oder später abbricht, wird die Rechnung ziemlich einfach. 
Bei Einführung allgemeiner Koeffizienten in die Potenzreihen 
lassen sich sogar die Spektralformeln mit Abrahamschem 
und Lorentzschem Elektron gleichzeitig herleiten. Diese 
Näherungsrechnung wird in unserer Arbeit zweimal ausgeführt. 
Nachdem die beiden Quantenbedingungen aufgestellt sind, 
wird die Integration zunächst in einer ersten Näherung 
bewerkstelligt, deren Genauigkeit zur Prüfung beider Theorien 
an den von Paschen!) gemessenen Heliumlinien ausreicht. 
Um das Verhalten des von Sommerfeld als streng wasser- 
stoffähnlich ermittelten L-Termes der Röntgenspektren zu 
studieren, ist eine weitere Näherung nötig, die ebenfalls 
ausgeführt wird. Es zeigt sich in beiden Fällen, daß die 
Beobachtungen nur mit der Relativitätstheorie übereinstimmen. 


I. Die erste Näherung und die Feinstruktur der Balmerlinien. 


$ 1. Die Quantenbedingungen. ~ 


Das Bohrsche Modell des Wasserstoffs besteht bekannt- 
lich aus einem Elektron, das einen positiv geladenen Kern 
in quantenhaft ausgezeichneten Bahnen umläuft. Das Elek- 
tron besitzt die Elementarladung —e, der Kern, wie wir der 
Allgemeinheit wegen annehmen wollen, die Ladung +E. 
Für den Sonderfall des neutralen Wasserstoffatoms ist E = e, 
für den des ionisierten Heliums E = 2e. 

Wenn sich das Elektron im Abstande r von dem ruhend 
(Kernmasse = 00) angenommenen Kern befindet, ist die Ener- 
giekonstante des Systems 


eE 
(1) 


worin T die kinetische, —eH/r die potentielle Energie bedeutet. 
Als Koordinaten des Elektrons wählen wir außer seinem 
Abstande r vom Kern den Winkel 9, den es, von einer be- 


1) Ann. d. Phys. 50. p. 901. 1916. 
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liebig wählbaren Anfangsrichtung an gerechnet, durchlaufen 
hat, Daß diese Koordinaten die dem Problem angepaßten 
Koordinaten sind, wurde schon von Sommerfeld!) ver 
mutet und folgt streng aus der allgemeinen Regel Epsteins?) 
und Schwarzschilds?) über die Koordinatenauswahl. 

Wir legen Sommerfelds Quantenbedingungen zugrunde, 
nach denen für jeden Freiheitsgrad (Koordinate q,) mit dem 
zugehörigen Impulse p, das „Phasenintegral‘‘ ein ganzes Viel- 
faches (n,) des Planckschen Wirkungsquantums h ist; also 


= nh. 


Der am Integralzeichen befindliche Kreis bedeutet, daB die 
Integrationsgrenzen so zu nehmen sind, daB ,,jede Koordinate 
erstreckt wird über den vollen Bereich, den sie zur eindeutigen 
Bezeichnung der Phasen des Systems zu durchlaufen hat‘. 
Bei unserem zyklischen Azimut 9 ist dies der Bereich von 
0 bis 2%, bei unserem Fahrstrahl r das doppelt zu durch- 
laufende Gebiet von Tyin. bis Tmax. Wir haben demnach die 
Quantenbedingungen 

a) die azimutale: 


f mrgodg=nh, 
0 
b) die radiale: § 
(m)dr 
Bei unserer Bewegung gilt offenbar der Flächensatz 
mro=p, 


‚wobei p die Flächenkonstante bedeutet. Aus dem Quanten- 
integral a) erhält man also se altbekannter Weise 


2x 
(2) ah, 


Die Quantenbedingung b) rechnen wir in eine für alles Folgende 
wichtige Form um. Die radiale Komponente (m*#) ergibt sich 


1) Ann. d. Phys. 51. p. 1. 1916. 

2) Ann. d. Phys. 50. p. 480. 1916; 51. p. 168, 1916. 
3) Berl. Ber. 1916. p. 548. 

4) A. Sommerfeld, |. c. p. 7. 
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aus dem Gesamtimpuls (m v) und seiner Komponente in Rich- 
tung des wachsenden 9 (azimutaler Impuls = mr @) zu 


mi = (mv)? — (mrp? = — . 


Die Quantenbedingung b) lautet also 


(3) (mo)? Bar. 


Dies läßt sich ausführen, wenn mv als Funktion von r be- 
kannt ist, was aber nicht ohne weiteres der Fall ist; vielmehr 
ist mv als Funktion von f gegeben. Da aber auch die kine- 
tische Energie T als Funktion von ß bekannt ist, läßt sich 
der Impuls nach Elimination von 8 durch T und damit ver- 
möge (1) durch r ausdrücken. 


8 2. Näherungen für Impuls und Energie. 


Nach Abraham!) schreibt sich der Impuls, wenn m, 
die „Ruhmasse‘‘ des Elektrons bedeutet, 


= (1+ +), 
die kinetische Energie ?) 


1) Vgl. z. B. Abraham, Theorie der Elektrizität II, 3. Aufl., 
p. 162 u. 175. 

2) Bei Abraham (I. c.) ist die Energie des Elektrons (bei ihm 
mit W bezeichnet) 


In diesem Ausdrucke steckt noch die elektrostatische Energie } m, c* des 
ruhenden Elektrons, die hier offenbar nicht in Betracht kommt und 
daher abzuziehen ist. Aus diesem Grunde steht in der Klammer bei uns 
-2 statt — 1, wodurch die kinetische Energie so „‚normiert“ ist, daß 
fir B = 0 auch 7 = 0 wird. 
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Die entsprechenden Gleichungen der Relativitätstheorie lauten: 
mom tt + 


Vi 


T =m, 


Ersichtlich können wir, wenn wir uns auf Potenzen mit ft 
beschränken, allgemein für beide Fälle ansetzen: 


(4) mv = myc + af), 
(6) T= ™OP +59. 
Aus der letzten Gleichung folgt, wenn wir als allererste Nahe 
rung 
2T 

B mM, 

nehmen, 
2T 27 

Wir haben ferner 


(m v)? = m,? c? + 248?) 
6 
2m, 7|1+ 280-974] = 2m 7(147,2,), 
worin zur Abkürzung gesetzt ist 


y=2(2a—b). 
Im Abrahamschen Falle ist 
(6a) a=}, b=}, 7-4, 
im Lorentzschen Falle 
(6b) a=}, y=}- 


Um (mv)? als Funktion von r zu schreiben, benutzen wir () 
und erhalten 


(1) (mop—2, = 2m, (w+ [14 (w+ 2) 


§ 3. Das radiale Phasenintegral. 
Wir schreiben (8) jetzt folgendermaßen: 


(8) wh=§p,dr=Gy/ (moe +2248 dr. 
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Darin ist, wie der Vergleich mit (7): zeigt, 
2m, W (1 +7563) 


n a2 ( E\2 
Die hier eingeführte, für die Feinstruktur wichtige Größe 


(10) ans 

bedeutet, wie leicht zu sehen, das Verhältnis der Geschwindig- 
keit im innersten Bohrschen Kreise zur Lichtgeschwindig- 
keit; sie ist also vom der Ordnung 8. Wir dürfen demnach 
bei konsequenter Näherungsrechnung nicht weiter als bis zu 
a* gehen. 

Um die genannte Bedeutung von a zu zeigen, erinnern 
wir an die Bohrsche azimutale Quantenbedingung fiir die 
Kreisbahn beim Wasserstoffatom 

nh 


2 
= — 
2n’ 


(w = Winkelgeschwindigkeit), ferner an das Gleichgewicht der 
Coulombschen Anziehung mit der Zentrifugalkraft 


mr: = e®, 


Durch Division der ersten in die letzte Gleichung folgt, wenn 
wir außerdem beiderseits durch c dividieren, 
ro 2 ne? 


Fir n = 1 ist aber rw die Geschwindigkeit auf der innersten 
Kreisbahn, wodurch die behauptete Bedeutung von a nach- 
gewiesen ist. 

Nach der Vorschrift in $ 1 haben wir in (8) die Inte- 
gration nach r längs der reellen Achse von rm. DIS "max, ZU er- 
strecken, und von da wieder zurück. Der Integrand 

p,dr = (mr) dr = (mr?) dt 


ist so sicher positiv, wie der Fortschritt der Zeit positiv ist. 
Daher ist bezüglich des Vorzeichens der Quadratwurzel 


n: 
0) 
q 
| 
| 
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zu sagen, daß dieses positiv sein muß bei positivem dr (auf 
dem Wege von rin. Nach Fax), negativ beim negativen dr (auf 
dem Wege von r ax. Nach Tmax, UNA rin. sind gegeben durch 
die Nullstellen des Radikanden; diese sind zugleich die ,,Ver- 
zweigungspunkte‘‘ des Integranden in der komplexen r-Ebene, 
Auch die Integration!) werden wir weiterhin in der komplexen 
r-Ebene ausführen, indem wir das Integral über einen Um- 
lauf um den „Verzweigungsschnitt‘ zwischen rm, und "ax. 
auf dem oberen Blatte der Riemannschen Fläche unserer 
Quadratwurzel nehmen. Im Sinne der obigen Vorzeichen- 
festsetzung sind die beiden „Ufer‘‘ des Verzweigungsschnittes 
in untenstehender Figur mit + und — bezeichnet. Die Werte 
der Wurzel an anderen Stellen der komplexen Ebene können 
danach leicht bestimmt werden. Man gelangt z. B. zum 
Werte r= 0 vom positiven Ufer des Verzweigungsschnittes 
aus mittels einer negativen Drehung durch den Winkel 2 um 
den Verzweigungspunkt rin. Die Wurzel muß also dort mit 
dem Faktor 


~~ 


7 


e -i 
versehen werden. Nach dem Punkte r= oo gelangt man 
vermittels einer positiven Drehung durch z um den Ver- 
zweigungspunkt „ax. Dies bringt den Faktor 


in 


+ T 
e = +? 
mit sich. 
r-0 Fmin "max 
Fig. 1. 


Unseren Umlauf um den Verzweigungsschnitt ziehen wir 
nun zu einem Umlauf um die singulären Stellen zusammen; 
diese bestehen aus den Polen in den Punkten r = 0 und r = oo. 
Wir haben hier die Residuen N bzw. U zu bilden und ihre 
Summe nach dem Cauchyschen Residuensatze mit — 2 ri 


1) A. Sommerfeld, Physik. Zeitschr. 1916. p. 500. 
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(das Minuszeichen wegen des negativen Umlaufs) zu multi- 
plizieren, um sofort den Wert des gesuchten Integrals zu be- 
kommen. Das Residuum N für den Nullpunkt findet man 
aus der dort gültigen Entwicklung 


++), 


als Koeffizienten von 1/r zu 


Den Unendlichkeitspunkt transformieren wir durch reziproke 
Radien in den Nullpunkt. Wir haben also 


rms, dr= 
und die Entwicklung 
ds VA B 
Das Residuum U fir 


r=i=o 
8 


ist der Koeffizient von ds/s, also 
B 


U =— —. 


V4 
Wir haben also schlieBlich 


+22 + Lar=- + U). 


(11) nh 2ni(yO 
Hierin ist nach unseren obigen Vorzeichenbetrachtungen YC 
als Nullpunktsbeitrag eine negativ-imaginäre Größe, YA als 
Beitrag von dem unendlich fernen Punkte eine positiv- 
imaginäre Größe. 
84. Berechnung der Energie. 
Setzen wir in (11) die Werte für A, B und C aus (9) ein, 
so erhalten wir 
Ww 
5 my 1 


W \'h 


1 ; 
| 
| 

q 
1 

{ 


in, 
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Es sei zur Abkiirzung 


(12) 1-275(2), 


und mit Rücksicht auf (10) 


w\-ı 

m, 2L? 3 
Hieraus ersieht man, daß W/m,c? von der Ordnung a? ist. 


Infolgedessen müssen wir bei konsequenter Näherung auf der 
rechten Seite mit der ersten Potenz von W/m, c? abbrechen 


und schreiben a (=) 


2_L? 
oder, indem wir rechter Hand fir W/m, c? die allererste 
Näherung 


2L* 


Es ist nach (10) 


einsetzen, 


m, 0? a? 2 n? m, e* pa 
3 Nh, 


worin N die Rydbergsche Zahl für unendlich große Kern-. 


masse (unbeweglichen Kern) bedeutet. Nach Paschen (l. e.) ist 
N = 109787,18 Wellenzahlen em-!. 
Es wird also 


Hierin ist jetzt für L der Wert (12) einzuführen und nach 


Potenzen von a? zu entwickeln. Es ergibt sich 


B 


m. 2 + 


ram 4 


ake 


N 
a 
0 
m, c* 
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Nunmehr wird 


E 2 
oder 


Durch diese Formel haben wir endgiiltig die Energiekonstante 
der Bewegung eines Elektrons um einen E-fach geladenen 
Kern gefunden. Da bei der Bewegung ein n-faches azimu- 
tales und ein n’-faches radiales Wirkungsquantum voraus- 
gesetzt wurde, wollen wir diese Energie mit W,, ,,. bezeichnen. 
Analog ist W„,m die Energie in einer anderen Bahn mit 
azimutalem Quantum m und radialem Quantum m’. Geht 
das Elektron von der Bahn (m, m’) größerer Energie über 
auf die Bahn (n,n’) geringerer Energie, so ist die frei- 
werdende Energie W,, m — W,,, ein Maß für die Wellenzahl » 
der dabei ausgesandten Spektrallinie. Es gilt hier die be- 
kannte Bohrsche Frequenzbedingung 


(14) W. 


m, n,n 

Hiernach können wir ohne weiteres aus den Gleichungen (13) 
und (14) eine Formel zur Darstellung des Balmerspektrums 
gewinnen. 


§ 5. Die Feinstruktur der Balmerlinien. 


Wir wollen die Spektralformel nicht explicite hinschreiben, 
sondern nur bemerken, daß sie aus einem positiven Term 
besteht, der der Endbahn entspricht, und einem negativen, 
der von der Anfangsbahn herrührt. Die Energie in (13) hat 
negatives Vorzeichen; im ersten positiven Term der Spektral- 
formel tritt also die Energie mit umgekehrtem Vorzeichen 
auf. Dies haben wir zu beachten, wenn wir im engsten An- 
schluß an Sommerfeld (I. c.) nach der Feinstruktur fragen, 
die durch den ersten Term, die Endbahn, bedingt wird. Ist 
zB. n +n’ = 2, so kann 

se, und sel,’ =1 
sein. n=0,n’=2 ist ausgeschlossen. Geht also ein Elektron 
von einer beliebigen Ausgangsbahn auf die durch n + n’ = 2 
bedingte Endbahn über, so können zwei Spektrallinien, ein 
Annalen der Physik, IV. Folge. 52. 40 
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Dublett, entstehen. Die Differenz ihrer beiden Wellenzahlen 
ergibt sich aus (13) und (14) mit Beachtung des über das 
Vorzeichen Gesagten: 

W,, — \4 
(15) Ava — Yu (=) 
Die Linie (1,1) gehért dabei ersichtlich zu einer (ellipsen- 
ähnlichen) Bahn von größerer Energie als die Linie (2,0) 
(Kreisbahn). Letztere, die wegen der mutmaßlich größeren 
Wahrscheinlichkeit des Vorkommens von Kreisbahnen die 
intensivere ist, liegt daher nach Rot zu, erstere nach Violett. 


Ist n +n’ = 8, so gibt es die Möglichkeiten 


dies gibt Veranlassung zu einem Triplett mit den Schwingungs- 
differenzen 


Wa-W, 3 Nat/ B\4 


Der Abstand der Linien (3,0) und (2,1) verhält sich zu dem 
der Linien (2,1) und (1,2) wie 1: 3. 

Entsprechend lauten die Gleiehungen für ein Quartett 
a+n=4 


Wer Win _ 1 Net 
2 E 
My 


Das Abstandsyerhiltnis ist 1:2: 6. 


86. Die Feinstruktur mit starrem und deformierbarem 
Elektron. 

Wir kommen zu dem Hauptzwecke’ unserer Arbeit, näm- 
lich anzugeben, wie sich die Feinstruktur ändert, je nachdem 
der Rechnung die Abrahamsche oder die Lorentzsche 
Elektronentheorie zugrunde gelegt wird Zunächst erkennen 
wir, daß Dubletis, Tripletts, Quartetts usw. auftreten und durch 
den Nenner n + n’ = 2,8,4 usw. als solche charakterisiert 
werden, ganz unabhängig davon, welchen Wert die Koeffizienten 
a und b in den Ausdrücken für Impuls und Energie (Gl. [4] 
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und [5]) besitzen. Ferner ist das Abstandsverhältnis der Einzel- 
linien in den Tripletts, Quartetts usw. unabhängig von a und b. 

Dagegen tritt in allen A» der Faktor 2y = 4 (2a — b) 
auf, der im Abrahamschen Falle nach (5a) gleich %,, im 
Lorentzschen nach (5b) gleich 1 zu setzen ist. Für den 
Fall 2y=1 gehen unsere Gleichungen genau in die von- 
Sommerfeld!) abgeleiteten über, wie es sein muß. Das 
Wasserstoffdublett kann also nach der Theorie des starren Elek- 
trons nur */; mal so groß sein wie das nach der Theorie des 
deformierbaren. Dieser Unterschied von 20 Proz. muß sich 
bei genauen Messungen bemerkbar machen. Sehr genau ge- 
messen ist die Feinstruktur von Paschen?), zwar nicht an 
Wasserstoff, aber an einfach ionisiertem Helium (E = 2e), 
das sich streng wasserstoffähnlich verhält, bei dem aber wegen 
des Faktors (E/e)* die Schwingungsdifferenz 16mal größer 
ist als beim Wasserstoffdublett. Die hieraus rückwärts ge- 
rechnete Größe des Wasserstoffdubletts ergibt sich dabei 
nach Paschen zu 


Avg = 2y = = 0,3645 + 0,0045. 


Ohne diese Beobachtungen in Zweifel zu ziehen, wollen wir 
den Spielraum Av, weiter nehmen, indem wir als völlig sicher 
hinstellen, daß Av, zwischen 0,85 und 0,88 liegt. Dann ist 
oe Avg = 0,865 + 0,015 . 
Danach wird wegen (15) 
W=1,097- 104. 
Im relativistischen Falle (y = 4) berechnet sich hieraus 
a? = (5,32 + 0,22) 10-5; a = (7,29 + 0,15)-10-®, 

im Abrahamschen Falle (a = $) 

a? = § (5,82 + 0,22) 10-° = (6,65 + 0,28) 10-5. 

a = (8,15 + 0,17)-10-3, 

. Diese empirisch-spektroskopischen Werte von & haben wir 
nun mit dem Werte zu vergleichen, der sich aus der theore- 
tischen Bedeutung One 


ch 


a? = 


berechnet. 


1) Ann. d. Phys. 51. p. 62. 1916. 
2) Ann. d. Phys. 50. p. 901. 1916. 
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Sommerfeld hat bereits gezeigt, daß der relativistische 
«= 7,99.10-°, «2 = 5,80.10-5 

mit den besten Beobachtungswerten 

e= 4,716.10-1°%, h= 6,51. 10-27 


vollkommen in Einklang ist. Der Wert für «® nach Abraham 
ist aber um 20 Proz. größer. Selbst wenn man, um einen mög- 
lichst großen Wert von a zu bekommen, den sicher zu großen 
Wert e=4,8.10-10 und den sicher zu kleinen Wert h= 6,3.10-?? 
nimmt, wird 

a=17,65.10-*, «®—=5,86.10. 


Der Wert von «, der sich aus der Feinstruktur mit der 
Theorie des starren Elektrons ergeben würde, nämlich 
wenigstens 

“= 1790.10; 687.10‘, 


ist damit trotz der weit gesteckten Grenzen für Avy noch 
lange nicht erreicht, während sich der Wert auf Grund der 
Relativitätstheorie ganz zwanglos den Beobachtungen fügt. 
Daraufhin dürfen wir wohl behaupten, daß die tatsächlich 
beobachtete Größe der Feinzerlegung von wasserstoffähnlichen 
Spektrallinien durch die Formeln der Bohr- Sommerfeldschen 
Theorie nur dann exakt wiedergegeben wird, wenn man dem 
Elektron die von der Lorentz-Einsteinschen Theorie ge- 
forderten Eigenschaften beilegt. Bei Anwendung des Abraham- 
schen Elektrons ist eine Ubereinstimmung auf keine Weise zu 
erzielen. 


Il. Die zweite Näherung und der L-Term der Röntgenspektren. 
§ 7. Allgemeines über das L-Dublett. 


In der sogenannten L-Serie der Röntgenspektren tritt 
eine Anzahl von Linien auf, die sich paarweise derart zu- 


sammenfassen lassen, daß je ein Dublett von konstanter . 


Schwingungsdifferenz entsteht. Es sind bis jetzt fünf solcher 
L-Dubletts innerhalb der L-Serie bekannt. Nach unseren 
Betrachtungen in $6 muß ein Dublett, wenn es einem wasser- 
stoffähnlichen Spektrum angehört und mit konstanter Größe 
in der ganzen Serie auftritt, dem ersten Term der Serienformel 
mit dem Nenner n + n’ = 2 entsprechen. In der Tat konnte 
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Sommerfeld!) diesen L-Term aus dem Dublett der L-Serie 
berechnen und fand den Nenner mit aller Schärfe zu 


n + n’ = 2,000. 


Alle seine Rechnungen setzten dabei das Elektron als deformier- 
bar im Sinne der Lorentz-Einsteinschen Theorie voraus. 
Wir wollen nun sehen, ob dieses Resultat erhalten bleibt, 
wenn wir statt des Lorentzschen das Abrahamsche Elek- 
tron benutzen. 

Unsere bisherigen Formeln genügen nicht zu diesem 
Zwecke. Während nämlich im Gebiete der optischen Spektren 
das Wasserstoffdublett nur mit den feinsten experimentellen 
Hilfsmitteln zu trennen und zu messen ist, besteht sein Ana- 
logon im Gebiete der Röntgenspektren bekanntlich aus weit 
auseinanderfallenden Linien, so daß es trotz der vorläufig 
noch unvollkommenen röntgenspektroskopischen Apparate ge- 
nauer meßbar ist als jenes. Die Größe des in Rede stehenden 
Dubletts, das bis jetzt bei den Elementen von der Ordnungs- 
zahl Z= 80 (Zn) bis Z= 92 (U) im periodischen System 
gemessen worden ist, rührt von dem Umstande her, daß, wie 
bekannt, die Kernladung mit der Ordnungszahl zunimmt 
und in den Formeln (15), (16) und (17) für die Feinstruktur 
in der 4. Potenz auftritt. Mit Rücksicht darauf, daß die Zahl 
der in den Röntgenspektren wirksamen Elementarladungen 
des Kerns nicht ganz so groß ist wie die Ordnungszahl Z, 
ist das kleinste gemessene L-Dublett in Schwingungszahlen 
nicht ganz 304mal so groß, wie das Wasserstoffdublett, das 
größte nicht ganz 92*mal so groß. Bei großen Kernladungen 
ist, da unsere Rechnungen nach Potenzen von «@.E/e fort- 
schreiten, diese Größe nicht so klein wie bei Wasserstoff und 
Helium, so daß zur Anpassung an die Meßgenauigkeit eine Ent- 
wicklung des Energieausdruckes bis a® (E/e)® notwendig wird. 
Da, wie in $ 8 gezeigt wurde, a und 8 von gleicher) Größen- 
ordnung sind, müssen wir auch unsere Ausgangsformeln für 
Impuls und kinetische Energie bis zu f® führen. 


88 Zweite Näherungen für Impuls und Energie. 
Nach Abraham ist der Impuls 
mov=m,cB(l + 5% 
Ty eet d. Phys. 51. p. 125. 1916. 
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die kinetische Energie 
Tm OP + 
In der Relativitätstheorie hingegen ist 


mv=m cf (1 + 
T= (1 + 4 B4). 


Um beide Fille zu umfassen, schreiben wir 
(18) mv =m,cB (1 + a, + a, 


Aus Gl. (19) folgt, wenn man in der Klammer f? durch die 
erste Näherung 


ersetzt, 
Darin ist zur Abkürzung gesetzt: 

B, = 2b? — dy. | 
Aus (18) wird 
(18a) (mv)? = mp? c? (1 + 2 a, + A, B4), 


worin die Abkürzung gebraucht ist 


Durch Einsetzen von (20) in (18a) ergibt sich weiter 


(21) (mv)? = 2m, 7 b+ + 


m, c* 


Hierin ist 
y=2(2a, —b,), 


| ( 
6 = 4(A, + B,—4 a, b,) = 4 (a,? + 2a, +2b,? — by — 4 a,b,). 
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Für das starre Elektron gilt 


2 3 9 8 
(22a) 4 
Ö 11’ 
für das deformierbare Elektron 
1 8 8 5 
(22 b) 
| ym 7’ d=0 
Unter Benutzung der Gl. (1) (§ 1) 
fans 
erhalten wir aus (21) 
(mn — = 2m, (W + {1+ + 
+ 


§ 9. Das radiale Phasenintegral. 


Wenn wir schreiben 


so zeigt ein Vergleich mit (28), daß mit Berücksichtigung 
der azimutalen Quantenbedingung 


nh 
P= on’ 
A, B, C, D die Bedeutung haben 


A= 2m 


m, 
Ww 


C= — ($4) 1-275 (2) 


(=)’. 


(25a) { 


< 
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Wir haben früher ($ 4) gesehen, daß W/m,c? eine 
kleine Größe von der Ordnung a? ist. Es ist daher konsequent, 
wenn wir später die in den Klammern auftretenden Größen 


Ww 
—— bzw. ( 
mM, My € 
dureh die vorher in (Gl. 13) gefundene Näherung ersetzen, 
nach einem ähnlichen Verfahren, wie es bei ß? in § 8 an- 
gewendet wurde. Wir kennzeichnen die durch den früheren 
Näherungswert zu ersetzenden Größen mit einem Querstrich. 
Außerdem können wir die dreigliedrigen Klammersummen 
durch Produkte von Binomen ausdrücken, wenn wir beachten, 


daß wu 

= *) 
von der Ordnung a® ist und bei der Ausrechnung der Binome 
nicht mehr beriicksichtigt zu werden braucht: 


4 
m,c* \e 


(25 b) 


Wir haben nun das Phasenintegral 


auszuführen, und zwar wollen wir dies, ähnlich wie in $ 3, 
in der komplexen r-Ebene tun. Die Integration!) ist ur- 
sprünglich wieder von rm. bis "ax. und zurück zu erstrecken, 
wobei das Vorzeichen der Wurzel positiv ist bei positivem, 
negativ bei negativem dr. In der komplexen r-Ebene ent- 
spricht dies einem Umgang um den Verzweigungsschnitt 
zwischen den Verzweigungspunkten r, und r,, die durch die- 
jenigen beiden Nullstellen des Radikanden gegeben sind, die 
für D= 0 nicht in den Nullpunkt rücken. Das Hinzutreten 
zweier weiterer, für D= 0 verschwindender Verzweigungs- 


1) A. Sommerfeld, Münch. Ber. 1916. p. 157. 


. 
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punkte kennzeichnet das Integral als ein elliptisches; der 
Integrationsweg charakterisiert es als ein sogenanntes voll- 
ständiges elliptisches. 


Für die praktische Ausrechnung genügt es vollkommen, 
zu schreiben, wenn wir beachten, daß D eine sehr kleine 
Größe ist, 


St Gar 


dr. 


1 D 
2B. 
r r 


. Die Verzweigungspunkte r,’ und r,’ des jetzt verkürzten 
Radikanden 


2B 


sind nicht mehr mit denen (r, und r,) des unverkürzten Radi- 
kanden identisch, um die ursprünglich der Integrationsweg 
gelegt werden sollte. Man kann aber den Umlauf jedenfalls 
so nehmen, daß auch r,’ und r,’ mitumfaßt werden; infolge- 
dessen gilt für die Ausrechnung das in $ 3 Gesagte. 


Das erste Integral fanden wir dort nach (11) zu 


$4422 + Gar 77) 


worin VC eine negativ-imaginäre, YA eine positiv-imaginäre 
Größe ist. 

Zu dem zweiten Integral rechter Hand liefert, wie man ohne 
weiteres sieht, der Punkt r= oo keinen Beitrag. Der einzige 
darin vorkommende Pol ist der Punkt r=0. Wir können 
also unseren Umlauf einfach um die singuläre Stelle r=0 
zusammenziehen. Das Residuum N’ im Nullpunkte wird ge- 
funden aus der dort gültigen Entwicklung 


1 D a 1 D 


(1 —Gr+...)dr, 


r= — —— 

2 2 VO 

r 


als Koeffizient von dr/r 


N =—}BD-C-. 


e 
é 
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Damit haben wir 
’ B C D 
nh 


(26) 


§ 10. Berechnung der Energiekonstanten. 
Im folgenden setzen wir zur Abkürzung 
(27) 


Aus (26) wird dann 


Lh=2ni— 
VA 
und 
A 47° 


Setzt man für A und B die Werte von (25b) ein, so erhält man 


| 

My My € 

und mit Behandlung von W/m,c? als kleiner Größe und Be- 
_ rücksiehtigung von (10) 


Nach dem bei Gl. (25b) Gesagten haben wir hier W/mye? 
durch einen der früheren Näherungswerte (Gl. [13] aus $ 4) 
auszudrücken. In der bequemsten Form entnehmen wir die 
Näherung gleich aus (28) selbst, als 


Dies in (28) eingesetzt, ergibt 


Hierin haben wir L wieder seinen Wert nach (27) zu geben 
und mit Rücksicht auf die Werte von B, C und D nach 


(28) 


i 
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Potenzen von a? zu entwickeln, wobei in den höheren Glie- 
dern wiederum W mit W vertauscht werden kann. Schließlich 
ergibt sich?) : 
N h E 2 2 E 2 n 


(n+ e 

7? at E\* n’ n'\* 

at n’\* n\® 

Für den Fall des relativistischen Elektrons ist nach (22b) 
y= 4, 6=0, so daß die zweite geschweifte Klammer in (30) 
fortfällt; der übrigbleibende Teil stimmt genau mit der 


Sommerfeldschen Formel überein. Für das starre Elektron 
ist nach (22a) 


x 
+ 
alo 


2 4 


so daß wir dafür speziell die Gleichung erhalten 


(nt+n’)*\e 
’\8 
| + [>+28(5) 


§ 11. Das L-Dublett mit starrem und deformierbarem 
Elektron. 


Schon Moseley fand bei seinen Messungen an Röntgen- 
spektren, daß die Schwingungszahl der einem Element von 
der Ordnungszahl Z im natürlichen Systeme angehörenden 
Linie ungefähr proportional dem Quadrat dieser Ordnungs- 
zahl ist. Um uns Wiesen Tatsachen anzupassen, haben wir 
in (30) (E/e) durch Z — A zu ersetzen, worin A eine noch 
zu bestimmende Konstante ist. Nehmen wir für die L-Serie 
n+n’=2 mit den Möglichkeiten n = 2, n"=0 undn=1, 
n’=1, so erhalten wir aus (31) und (14) den L-Term bzw. 
L’-Term. L und L’ sind die Charakteristiken der Endbahnen, 
auf die ein Elektron von irgend welcher Anfangslage über- 
geht, wenn die Dubletts der L-Serie entstehen (vgl. $ 5). 


(31) 


1) Näheres siehe in der Dissertation. 


j 
i 
| 
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Es ist 
r=l,n=1) I= A; 


21 > 


Daraus folgt die Dublettdifferenz 


Wie a gezeigt hat, kann man unter Zugrunde- 
legung der experimentellen Daten, ausgehend von der letzten 
Gleichung, in der man sich den Nenner 2* vor der Klammer 
durch b4 ersetzt denken möge, A (bei Sommerfeld / genannt) 
und b berechnen. Indem er 
6 

graphisch darstellte, lagen die erhaltenen Punkte genau auf 
einer Geraden, so daß aus deren Neigung b zu ermitteln war. 
b ergab sich genau zu 2,000, womit rückwärts alle Annahmen 
über die Wasserstoffihnlichkeit als zu Recht bestehend aus- 
gewiesen wurden. A wurde gleich 3,5 gefunden, so daß das 
„relativistische‘“‘ L-Dublett nach (82) und mit dem Werte 
y=}% (nach [22]) in unserer Näherung genau wiedergegeben 
wird durch 


Mit dem Abrahamschen Elektron müßte das Dublett nach 
(82) darstellbar sein durch 
4 


=—, d= Gl. 223), 


84) (4— AP + — 


1) Ann. d. Phys. 51. p. 125. 1916. 


0) 
al 
st 
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Hierin sind A und b neu zu bestimmende Konstanten. In 
erster Näherung ist, wenn wir von den Klammerkorrektionen 
absehen, nach (33) und (34) 


Wegen der oben erwähnten Linearität der rechten Seite muß 
sein 
4 
b = 2 — = 
(35) V5 
4= 3,5. 


Wir führen diese ersten Näherungen in die Klammern von (34) 
ein und erhalten durch Vergleich mit (33) 


= [14002022 — 3,5), 


{1 + 0,005 — - 
Der Einfluß der Klammerkorrektion ist vollkommen ohne 
Belang, so daß das Resultat in (35) erhalten bleibt. 


Z-4 


b 

als Funktion von Z aufgetragen, wird auch jetzt merklich 
eine gerade Linie, aus der sich die Konstanten 4 = 8,5 und 
b= 1,892 ergeben. Die Kernladungscharakteristik A bleibt 
im Falle der Relativität und des starren Elektrons die 
gleiche, woraus man schließen kann, daß sie in keinem 
direkten ursächlichen Zusammenhang mit dem kreisenden 
Elektron steht. Der Termnenner jedoch, der sich im Falle 
des deformierbaren Elektrons exakt gleich 2 ergab und damit 
die Erklärung des L-Dubletts im Sinne wasserstoffähnlicher 
Spektren nachträglich rechtfertigte, wird mit dem starren 
Elektron gleich 1,892, so daß von einer Deutung des L-Du- 
bletts im quantentheoretischen Sinne keine Rede mehr sein 
könnte. Wer daher an der Sommerfeldschen Theorie der 
Röntgenspektren festhalten will, ist genötigt, das starre 
Elektron abzulehnen. 


4/4 2-4 _ 
— — — = al 
5 2 
14 
| 
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Zusammenfassung. 


Im ersten Teile dieser Arbeit werden Formeln für die 
Feinstruktur wasserstoffähnlicher Spektrallinien auf Grund 
des Bohrschen Modells und der Sommerfeldschen Theorie 
der Feinstrukiur entwickelt in einer den Beobachtungen an- 
gepaßten Genauigkeit (erste Näherung). Die Rechnung ist 
so geführt, daß die Ausdrücke für Impuls und kinetische 
Energie des im Bohrschen Modell auftretenden Elektrons all- 
gemein nach Potenzen von $ = v/c fortschreiten. Es werden in 
den fertigen Formeln für die noch unbestimmten Koeffizienten 
einmal die entsprechenden Werte der Abrahamschen, dann 
die der Lorentzschen Elektronentheorie eingesetzt. Ein Ver- 
gleich mit den Messungen von Paschen zeigt, daß die tat- 
sächlich beobachtete Feinstruktur durch die Formeln der 
Relativitätstheorie mit den besten Werten der universellen 
Konstanten N, e und h zwanglos erklärt werden kann, wie 
auch Sommerfeld fand, daß die Abrahamsche Theorie 
hingegen mit keinen zulässigen Werten von e und h die rich- 
tige Größe der Feinstruktur wiederzugeben vermag. 

Im zweiten Teile wird eine zweite Näherungsrechnung 
ausgeführt und auf das Dublett der L-Serie der Röntgen- 
spektren angewendet, aus dem Sommerfeld den sogenannten 
L-Term berechnen und als streng wasserstoffähnlich nach- 
weisen konnte, wenn er die relativistische Elektronenmasse zu- 
grunde legte. Unsere Schlußformeln sind so gehalten, daß 
die numerischen Werte sowohl aus der Theorie des deformier- 
baren wie der des starren Elektrons darin eingesetzt werden 
können. Dabei ergibt sich für letzteres der Termnenner 1,892 
statt 2,000. Die Wasserstoffähnlichkeit des Dubletts der 
L-Serie geht also bei Anwendung der Theorie des starren 
Elektrons verloren und seiner Erklärung würde damit der 
Boden entzogen. 

Das Ergebnis beider Teile spricht, wie auch die neueren 
Messungen von e/m, zugunsten der Relativitätstheorie. 


Meinem hochverehrten Lehrer, Hrn. Prof. Sommerfeld, 
spreche ich auch an dieser Stelle meinen wärmsten Dank für 
sein hilfreiches Interesse an dieser Arbeit aus. 


(Eingegangen 14. Mai 1917.) 
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3. Theoretische Betrachtungen über den Ursprung 
der schnellsten ß- Strahlen; 


von Hans Th. Wolff. 


$ 1. Einleitung. In einer kurzen früheren Mitteilung!) 
suchte der Verfasser zu zeigen, wie der Ursprung der schnell- 
sten ß-Strahlen auf Grund des. Rutherfordschen Atom- 
modelles erklärt werden kann. Die daselbst angestellte Unter- 
suchung soll hier ergänzt und ausführlicher erledigt werden, 
indem gewisse vorher nur angedeutete Betrachtungen genauer 
mathematisch behandelt werden mögen. Das Ziel vorliegender 
Arbeit ist es nicht, ein Bild von den Einzelheiten des Emis- 
sionsvorganges der ß-Strahlen zu entwerfen, vielmehr soll nur 
die Quelle von deren Energie nach Möglichkeit aufgedeckt 
werden. Da es sich hier um Strahlen handelt, deren auf 


die Lichtgeschwindigkeit als Einheit bezogene Geschwindig- 
keit 8, etwa gleich 0,998?) (Produkte von Ra-Emanation) ist, 
so werden hier ß-Strahlen von wesentlich größerer kinetischer 
Energie betrachtet als diejenigen, deren Geschwindigkeiten 
P. Epstein’) ‘aus der Quantentheorie abgeleitet hat (bis 
B, = 0,88). 


Wir wollen uns bei den Berechnungen des elektrostatischen 
MaBsystems bedienen. Nur voriibergehend wird das elektro- 
magnetische System benutzt werden, und es wird dies dann 
besonders bemerkt werden. Die Giiltigkeit der elektromagne- 
tischen und mechanischen Gesetze sowie des Relativitäts- 
prinzipes wird vorausgesetzt, nur wird von einer Energie- 
ausstrahlung eines in Zentralbewegung begriffenen Elektrons 
abgesehen. 


1) H. Wolff, Physik. Zeitschr. 16. p. 416. 1915. 
2) J. Danysz, Ann. chim. phys. 30. p. 241. 1913. 
3) Paul S. Epstein, Ann. d. Phys. 50. p. 815. 1916. 
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I. Ableitung elektrostatischer und elektrodynamischer 
Hilfsformeln. 

§ 2. KElektrostatische Wirkung einer mit Ladung belegten 
Kreislinie. Es soll zunächst das Potential berechnet werden, 
welches eine Kreislinie vom Radius o, die gleichmäßig mit 
positiver Elektrizität von der linearen Dichte 1 belegt ist, 
auf einen Punkt P im Innern der Kreisfläche ausübt, dessen 
Abstand vom Zentrum gleich vo ist. Wir verfahren ent- 
sprechend, wie es bei der Berechnung des Potentials einer 


Fig. 1. 


Kugel üblich ist und durch beistehende Figur angedeutet 
wird. Es ist 

ds ds 

r cos 


(ds und dS sind Bogenelemente). Somit ist das gesuchte 
Potential gleich 


a 
cos» Vie == g yi- sin? 


Die gesamte steal der Kreislinie ist gleich +22 0. Ist 
jene gleich + se, wobei e den absoluten Betrag der Hle- 
mentarladung (4,76 . 10-10 elektrostat. Einh.) bedeutet, so be- 
trägt das auf einen inneren Punkt ausgeübte Potential: 


() Ko) <1) 


wobei K (v) ein vollständiges elliptisches Integral erster Gat- 
tung vom Modul v bezeichnet. 


de 
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Um das Potential P, eines Punktes, der auf der Ebene 
des Kreises auBerhalb von dessen Peripherie liegt, zu finden, 
kann man die bekannte Beziehung 


P,= <P, 


verwenden, welche sowohl fiir das Potential einer Kugelober- 
fläche wie einer Kreislinie gilt, und in der oe’ den Abstand 
des betrachteten Punktes vom Kreiszentrum bedeutet und P, 
das Potential des inversen inneren Punktes ist. Nennt man 
den genannten Abstand vo, so gilt: 


286 1 
(2) k(=) (> 1) 
Führt man die Bezeichnung 

i 

v 
ein, so ist: 
(2a) P, = <1) 
Nach (1) ist die elektrische Feldstärke im inneren Punkte: 
dP; : 2se [| E(o) 


wobei E(v) ein vollständiges elliptisches Integral 2. Gattung 
vom Modul v bedeutet. 
Aus (2a) ergibt sich das Feld ©, im äußeren Punkte: 


dive) ee dv 
In beiden Fällen gilt ein vom Kreiszentrum weggerichtetes 
Feld als positiv. 
$ 3. Magnetische Wirkung eines Kreisstromes. Wir wollen 
zunächst das Feld berechnen, welches ein Strom von der 
Stärke 1 in elektromagnetischem Maße, der eine Kreislinie 
vom Radius @ durchfließt, in einem Punkte P hervorruft, 
der auf der Fläche des Kreises liegt und von dessen Mittel- 
punkt den Abstand vo (v < 1) besitzt. 
Nach dem Biot-Savartschen Gesetze ist der Ausdruck 
sine ds 
zu berechnen. Nach Fig. 2 ist: 
Annalen der Physik. IV, Folge. 52. 41 
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ds=g(dy-+de) 
und 
cse=vsiny. 


Man findet daher: 
(sins ~ vcosy) dy : 
= sin’ wy — 20 cos sin 6} 


Stromrich- 
tung 
r 


Fig. 2 


Durch Multiplikation von Zähler und Nenner dieses Bruches 
mit 1 +02 — 2v?sin?y + 2vcosysine und darauffolgende 
leichte Umrechnungen erhält man: 

. 
eu — 
Daher ist das gesuchte Feld in elektromagnetischem Maße: 


9 = cosy) dy 
0 


— 0) F 
- —* 
Tec 


Es ist von P aus senkrecht nach hinten gerichtet. Man kann 
schließlich schreiben: 


4 
(4) 9 


Wir wollen uns jetzt den Strom darin bestehend denkcn, 
daß s in gleichen gegenseitigen Abständen befindliche Elek- 
tronen sich auf dem Kreis in der Uhrzeigerrichtung mit der 
Geschwindigkeit c By (c = Lichtgeschwindigkeit) bewegen. Dann 
ist die Stromstärke in elektromagnetischem Maße gleich 


(4: 
na 
ge 
pP 
lie 
un 
(5 
Di 
| gle 
de 
| ng’ 
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also das magnetische Feld: 


2366, Ele) 
(4a) 
(vo <1, e in elektrostat., in elektromagnet. Maß). Es ist 
nach vorn gerichtet. 


Die magnetische Kraft, welche auf ein Elektron aus- 
geübt wird, das auf einem Kreise vom Radius vo (mit dem 
Kreis vom Radius oe konzentrisch und in derselben Ebene 
liegend) mit der Geschwindigkeit cf in Uhrzeigerrichtung 
umläuft, ist somit: 


_ 28088, E(e) 
(6) 


Diese Kraft ist vom Kreiszentrum weg gerichtet. 

Es soll jetzt der Fall behandelt werden, daß unter. sonst 
gleichen Voraussetzungen v>1 ist. Liegt das betrachtete 
Stromelement ds zwischen Q, 
und Q, (vgl.4 Fig. 8), so ge- 
staltet sich die Rechnung ge- 
nau so wie oben. Befindet sich 


Q, 

Fig. 8. Fig. 4. 
ds hingegen zwischen Q, und Q,, so haben die durch Fig.4 
dargestellten geometrischen Verhiltnisse statt. Es. ist jetzt: 


Fan — (sine + veosy)dy 
e(1 — 2v*sin* + 2 vcos pains 
41” 
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Hierbei bedeutet das negative Zeichen im Zähler, daß der Ih 
Beitrag zum magnetisehen Felde nicht, wie vorher, nach vi 


hinten, sondern nach vorn gerichtet ist. Der vorliegende Aus- 

druck für J unterscheidet sich von dem früheren nur durch 

sein Vorzeichen sowie dadurch,adaß v durch — v ersetzt § 
worden ist. Sonach kann man ihn auch schreiben: 


— (sine —veosy)dy 
e(l — 6 
Daher ist das gesuchte Feld in elektromagnetischem Maße: 
Wi D 
(sine — veosy)dy 
9. ny er t as el 
wobei y, den zu PQ, (Tangente des Kreises) gehörigen Winkel un 
bedeutet. Es ist also ’ 
(6 
EN 
Man erhält nunmehr: 
9. = ime dy= — sin? y dw. 
WY Wi 
d 
Die Einführung der Substitution: “ 
vsiny= sin x di 
au 


ergibt bei Gebrauch der Bezeichnung v = rn ; 


7 


V1 Vi-v®sin’y 

Verwendet man die bekannte Formel: vs 

Vi sinty - dr = 

so findet man: om 

Sv PARAS of 1 — v?sin?y In 
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In dem zuletzt für $, gefundenen Ausdrucke kann man auch 
von 0 bis  — y, integrieren. Daher ist: 


2/2 
a 


v 


$.= 


Somit läßt sich Doi in der Form darstellen: 
(6) |-Ke)+ <n 


Das negative Vorzeichen gibt an, daß $, nach vorn gerichtet ist. 


Wie oben nehmen wir jetzt an, daß auf dem Kreise s 
Elektronen in der Uhrzeigerrichtung mit der Geschwindigkeit c fy 
umlaufen. Dann ist: 


(6a) = | - 


(e in elektrostatischem, 9, in elektromagnetischem Maß). 


Es möge nun auf einem Kreis vom Radius 
@ 
y’ 


der mit dem Kreis vom Radius oe konzentrisch ist und mit 
ihm in derselben Ebene liegt, ein Elektron mit der Geschwin- 
digkeit ¢ 8 in der Uhrzeigerrichtung umlaufen. Dann wird 
auf dieses die magnetische Kraft: 


(7) M, = (v’ < 1) 


die nach dem Kreiszentrum zu gerichtet ist, ausgeübt. 


$ 4. Gesamtwirkung eines rotierenden Elektronenringes auf 
ein bewegtes Elektron. Wir wollen jetzt die Gesamtkraft be- 
rechnen, die s Elektronen, welche auf einem Kreise vom 
Radius o sich in gleichen gegenseitigen Abständen befinden 
und mit der Geschwindigkeit c.ß, umlaufen, auf ein Elektron 
ausüben, das auf einem Kreise vom Radius ve mit der Ge- 
schwindigkeit c ß in gleichem Sinne wie die anderen Elek- 
tronen umläuft. Beide Kreise mögen konzentrisch sein und 
in derselben Ebene liegen. Bei der Berechnung denken wir 
uns die Gesamtladung der Ringelektronen gleichmäßig auf 
die Kreislinie verteilt. 


Al 
, 
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Zunächst werde angenommen, daß v <1 ist. Dann be- 
trägt die gesuchte Kraft nach (8a) und (5)*): 


(8) Mn [x@ - | 


Kommen f und ß, der 1 sehr nahe, so ist demnach die Kraft 
gleich: 


(8) 288? Es (v) — 


1+v 
wobei jedoch in dem Falle, daß v von 1 sehr wenig ver- 
schieden ist, die vorgenommene Vernachlässigung noch ge- 
nauer zu prüfen ist. 
Nunmehr sei v>1. Dann folgt aus (8b) und (7) für 
die auf das Elektron —_re Kraft der Ausdruck: 


- v') 
®) 4-7 Kw) 
Wenn ß und it wi 1 sehr nahe kommen, ist sie also: 
y Seed E(v 
(a) [xw)- 24), 


wobei für den Fall, daß v’ sehr nahe gleich 1 ist, die soeben 
gemachte Bemerkung gilt. Es sei daran erinnert, daß wir 
eine vom Kreiszentrum weg gerichtete Kraft als positiv be- 
trachten. 


II. Berechnung der Endgeschwindigkeit eines f-Strahlelektrons. 


$ 5. Ableitung der Formeln. In der früheren Arbeit war 
gezeigt worden, daß einem Elektron, welches eine positive 
Punktladung umkreist, Energie zugeführt werden muß, damit 
es sieh ins Unendliche entfernen kann.?2) Wir wollen uns 
vorstellen, daß bei einem schnellsten f-Strahle diese Energie- 
menge sowie die noch hinzukommende beohachtbare kine- 
tische Energie des ß-Strahlteilchens der elektrostatischen Ab- 
stoBung von s Elektronen entstammt, welche im Atomkern 
außerhalb der Bahn umlaufen, welche das genannte Teilchen 


1) Daß es erlaubt ist, bei der Berechnung der elektrostatischen 
Kraft von der Bewegung der Ringelektronen abzusehen, kann man sich 
leicht durch Zuhilfenahme des Begriffes des retardierten Potentials klar 
machen. 

2) lc. p. 416, Gl. (4). 
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vor seiner Aussendung beschreibt.!) Der Einfluß der außer- 
halb des Kernes im Atom vorhandenen Elektronen dürfte 
zu vernachlässigen sein. Es werde der Einfachheit halber 
angenommen, daß die zu betrachtenden Elektronen gleich- 
mäßig auf der Peripherie eines Kreises (Radius g) verteilt 
seien, der mit dem Kreise, auf dem sich das f-Strahlelektron 
bewegt (Radius vg), konzentrisch sei und mit ihm in der- 
selben Ebene liege. Im Zentrum beider Kreise denken wir 
uns die positive Kernladung vereinigt. Wie unten gezeigt 
werden soll, kann man voraussetzen, daß die Geschwindig- 
keit des ß-Strahlteilchens (fc) der Lichtgesehwindigkeit sehr 
nahe kommt. Gleiches gilt vermutlich auch für die Ring- 
elektronen. Dies soll hier ohne Beweis als richtig angenommen 
werden.2) Wir nehmen gleichsinnigen Umlauf der Ring- 
elektronen und des ß-Strahlelektrons an. Das Gegenteil dürfte 
ziemlich unwahrscheinlich sein. Nunmehr lautet die Gleich- 
gewichtsbedingung des -Strahlteilchens, wenn die positive 
Ladung gleich n e ist, nach (8a): 
ns? 28 0? E(v) 

wobei der Veränderlichkeit der Masse des Elektrons mit seiner 
Geschwindigkeit nach dem Relativitätsprinzip Rechnung ge- 
tragen ist. m bedeutet die Ruhemasse des Elektrons im 
Atomkern. Die Ruhemasse im freien Raume, die von m 
verschieden sein könnte, möge m, heißen. Die kinetische 
Energie, welche das f-Strahlteilchen nach seiner Emission 
in großer Entfernung vom Atom aufweist, beträgt, wenn die 
Endgeschwindigkeit c 8, genannt wird, nach (1): 

m, € 1) me 1) + 
Hierbei wird von dem Energieverlust, den das Elektron bei 
seiner Aussendung infolge der vermutlich gleichzeitig statt- 


1) Der Fall, daß die s Elektronen innerhalb der Bahn des ß-Strahl- 
elektrons umlaufen, wird in $ 8 gesondert behandelt. 

2) Bei letzterem wäre die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit 
der elektromagnetischen Wirkungen zu berücksichtigen, was zu Kompli- 
kationen und eventuell auch zu prinzipiellen Schwierigkeiten führen 
dürfte. Daher wurde von ihm vorläufig abgesehen. Eine ohne die ge- 
nannte Berücksichtigung durchgeführte Rechnung legte die gemachte 
Voraussetzung nahe. 
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findenden Erzeugung von y-Strahlung erleidet, abgesehen. 
Die letzte Gleichung ergibt mit (10) zusammen: 
m, in 2 2s E(v) 
Vi-@ 


Hieraus folgt: 


286 E (v) 
3 m 
(11) 1 m, + no(l+v)e? 
Führt man in diese Gleichung für die darin auftretenden uni- 
versellen Konstanten die entsprechenden Zahlenwerte ein 
und setzt 


so erhält man: 
(11a) = 1 — 8,180 - 10% 
Damit 8, den höchsten beobachteten Wert 0,998 erlangt, 
muß nach (lla) die Beziehung erfüllt sein: 


(12) = 8,85 - 10°. - = 0,998) 

Es war oben darauf Riicksicht genommen worden, daB die 
Ruhemassen m, und m voneinander verschieden sein kénnten. 
Da für die schnellsten f-Strahlen 6,2 = 1 — 22-* ist, so ist es 
nach (11) wenig wahrscheinlich, daß unsere Betrachtungen 
durch eine Verschiedenheit von m und m, zweifelhaft werden. 


§ 6. Folgerungen aus. Formel (12). Tab. 1 gibt einen 
Überblick über die verschiedenen quantitativen Annahmen, 


Tabelle 1. 
® Werte von s für 
10712|0,8-. 1072 | 0,6-10—”| 0,4. 10712 
0,9 | 148,5 144 114 86 57 
0,8 | 124,9 125 100 ; 75 50 
0,7 111,0 111 89 67 4 
0,6 99,8 100 80 60 40 
0,5 90,5 9 12 54 86 
0,4 82,3 82 66 49 38 
0,8 75,0 | 75 "60 45 30 
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die man bei Zugrundelegung des vorliegenden Bildes über 
die Konstitution des Atomkernes machen kann, wenn die 
Emission schnellster ß-Strahlen ermöglicht werden soll. Die 
Zahlen sind nach (12) berechnet worden. 

Wie in der Einleitung erwähnt, wurden die schnellsten 
ß-Strahlen an den Zerfallsprodukten der Ra-Emanation ge- 
messen. Den folgenden Betrachtungen soll RaB als strah- 
lender Körper zugrunde gelegt werden. Dessen Atomnummer 
ist 82, so daß die Gesamtladung des Kernes 82 & beträgt. 
Als Atomgewicht nehmen wir die Zahl 214 an. Der Kern 
könnte daher die Zusammensetzung 53 He + 2H haben, so 
daß dann seine rein positive Ladung von der Größe 


ne=58.2e +2e=108e 


» wäre. Würde er außer den beiden während des Atomzerfalles 
noch zur Emission gelangenden He-Atomen nur H-Atome ent- 
halten, so wäre seine Zusammensetzung 2 He + 206 H und somit 
n= 4+ 206 = 210. Die beiden soeben berechneten Beträge 
von n wollen wir als Grenzen des Wertebereiches ansehen, 
in dem n liegt. Nach der oben entwickelten Anschauung 
kreisen um die Ladung ne s Ringelelektronen und ein ß-Strahl- 
elektron, sämtlich noch zum Kern gehörig, so daB 82= n—s—1 
sein muß. Demgemäß gilt für s die Beziehung 


2% Ss S197 (für RaB). 


Im Hinblick auf Tab. 1 liegt es nahe, den Betrag von s 
mindestens etwa gleich 70 anzunehmen, so daß die H-Atome 
einen wesentlichen Bestandteil des Kernes ausmachen würden. 
Dies entspricht der Anschauung von W. D. Harkins.!) 

Sollte man sich vorzustellen haben, daß die s Elektronen 
in mehr als einem Ringe angeordnet sind, so könnte man sich 
diesen Fall auf die Annahme eines einzigen Ringes zurück- 
führen, in dem die sämtlichen Elektronen enthalten sind und 
dessen Radius eine mittlere Größe aufweist. Von wesent- 
liehem Einflusse könnte es sein, wenn die positive Ladung 
so angeordnet wäre, daß man sie sich nicht im Atommittel- 
punkte vereinigt denken dürfte. Z.B. kann man eine scheiben- 
formige Anordnung der Ladung ne annehmen, derart; daß 


1) Vgl. z. B. W. D. Harkins und E. D. Wilson, Journ. Amer. 
Chem. Soc. 87. p. 1383. 1915. 


= 
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eine größere Kraft auf das -Strahlelektron ausgeübt wird, 
als bei der vorherigen Voraussetzung. Dann müßte letzteres 
im Gleichgewichtszustande eine größere Umlaufsgeschwindig- 
keit aufweisen, und zur Erzielung schnellster ß-Strahlen wäre 
eine geringere Anzahl von Elektronen im Kernring erforderlich. 

Zur Beurteilung des Falles, daß die Ladung — se ruht 
und auf der Oberfläche einer Kugel gleichmäßig verteilt ist, 
deren Zentrum mit dem Atommittelpunkt zusammenfällt, 
kann man die in der eingangs erwähnten früheren Veröffent- 
liehung des Verfassers angestellten Betrachtungen!) zu Hilfe 
nehmen. 

Schließlich sei datauf hingewiesen, daß die Vorstellung 
eines allein auf seiner Bahn umlaufenden -Strahlelektrons 
nur als vereinfachte Annahme gelten dürfte. Man hat sich 
wohl eigentlich zu denken, daß noch andere, im ganzen etwa 
die 4 vom RaB ab in der Ra-Zerfallsreihe zur Emission ge- 
langenden Elektronen, sich auf derselben Bahn bewegen. 


_ § 7. Das Gleichgewicht des ß-Strahlteilchens. Die Bedin- 
gung für dieses war bereits oben berechnet worden und ist 
durch Gleichung (10) gegeben. Aus ihr folgt: 


= ee 
v, 1+v 
Führt man in diese Beziehung für die universellen Konstanten 
die entsprechenden Zahlenwerte ein und wählt dabei für e/m 


den außerhalb des Atoms gültigen Wert, so erhält man: 


n 23 /_ Ew) \’ 
also 
12,68 + 10% 9° 
(138) 
v 1+v 


Wir wollen feststellen, ob der Bohrsche Quantenansatz auf 
das ß-Strahlelektron Anwendung finden kann. Dieser lautet 
in unserem Falle, wenn probeweise vorausgesetzt wird, daß 
ß nahezu gleich 1 ist: 


1) Le. p. 417. 


\ 
| 


Uber den Ursprung der schnellsten B-Strahlen. 648 


(14) 


wobei t eine ganze Zahl bedeutet. Letztere Beziehung ergibt 
mit der am Beginne dieses Paragraphen angeführten Glei- 
chung zusammen: 


erh 
» 
Ä 20(K() - 


Die Anwendung der für Ra B gültigen Beziehung n = 83 + s 
(vgl. $ 6) liefert nun die Formel: 


erh 


| 20(K em.) n- 20(K() „20 
l+v 


Hiernach gehören folgende Werte von © und s zusammen, 
wenn t= 1 gesetzt wird: 

v= 0,8 0,7 | O56] 04] 0,8| 00, 

s = 160 104 82 71 64 60 55, 


Aus diesen Zahlen erkennt man unter Hinzuziehung von Tab. 1, 
daB die Anwendung des Bohrschen Ansatzes auf das im 
Kern umlaufende ß-Strahlelektron bei Zugrundelegung der 
oben dargestellten Anschauung zu einem annehmbaren Er- 
gebnisse führt. Dies gilt aber nur, wenn r=1 ist. 

Aus (14) folgt die Beziehung 
(16) B=1 —(vo)?33.10% (=|1). 

Somit gehört zu v = 0,5, 9 = 0,8 . 10-12 der Wert 6 =1—5.10-, 
also hat das Elektron im Kerne eine der Lichtgeschwindigkeit 
sehr nahe kommende Umlaufsgeschwindigkeit. 

Durch Verwendung von Gleichung (13a) kann man sich 
davon überzeugen, daß jede plausible Wahl der verfügbaren 
Konstanten zu einem der 1 sehr nahe kommenden Werte 
von ß führen dürfte, so daß es offenbar oben berechtigt war, 
ß=1 in die Rechnung einzuführen. 


$ 8. Behandlung des Falles, daß das ß-Strahlelektron außer- 


'halb der Bahn der übrigen Elektronen des Kernes umläuft. Die 


Voraussetzungen, die in diesem Paragraphen gemacht werden, 
unterscheiden sich von den früheren nur dadurch, daß jetzt 


’ 
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v > 1 gesetzt wird. Somit lautet die Gleichgewichtsbedingung 
des £-Strahlelektrons nach: (9a): 


Letzteres besitzt nach seiner Aussendung schließlich die kine- 
tische Energie: 


m, 1) mc (= 1) 
Aus beiden Gleichungen folgt: 
20 
s8 — Ew’ 
(18) 8,? 1 + — (1 — v) Klo) | 


Führt man in diese Formel für die universellen Konstanten 
die entsprechenden Zahlenwerte ein und setzt m= m, so 
nimmt sie die Form an: 

Damit nun ß, den größten beobachteten Betrag 0,998 annimmt, 
muß die Beziehung erfüllt sein: 


1 
(19) =.= 8,85. 10". = 0,998) 
@ E(v) 1 
70 MK) 
Hiernach gehéren folgende Werte zusammen: 
v= 0,9 0,6 0,3, 


10-9. 47,5 161 


Man sieht, daB auch in dem jetzt behandelten Falle die Ent- 
stehung schnellster ß-Strahlen verständlich ist. - 

Die Anwendung des Bohrschen Quantenansatzes führt 
zu der Gleichung: 


the 
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wenn man die Atomnummer N = 82 setzt (Ra B). Aus dieser 
Formel ist leicht zu ersehen, daß im vorliegenden Falle 
die Gültigkeit der Bohrschen Beziehung offenbar ausge- 
schlossen ist. 


III. Folgerungen aus dem Vorhergehenden und Zusammen- 
fassung. 


$ 9. Der Energieumsatz bei der Aussendung der B-Strahlen. 
Gemäß der oben gegebenen Anschauung besitzt ein ß-Strahl- 
elektron nach seiner Emission nicht nur kinetische, sondern 
auch potentielle Energie, und zwar ist diese gleich der Arbeit, 
welche es während seiner Aussendung gegen die positive Kern- 
ladung zu leisten hat, vermindert um die von der negativen 
Elektrizität des Kernes an ihm geleisteten Arbeit. Ent- 
sprechend wie oben, denken wir uns die negative Ladung 
als Elektronenring, die positive als Punktladung. 

Befand sich das ß-Teilchen im Kern innerhalb des Ringes, 
so beträgt die potentielle Energie nach (1): 


v ng ve (7 


(21) 
Zur Beurteilung der Größe von IT, seien seine Werte angegeben, 
die es in zwei Spezialfällen annimmt. Zu v = 0,8, o = 0,4.10-18, 
s= 50 und n= 133 gehört IT, = 58.10-% Erg. Setzt man 
v= 0,4, o=0,8.10-12, s= 66 und n= 149, eine Auswahl 
der Konstanten, welche nach $ 7 mit dem Bohrschen Quanten- 
ansatze nahezu in Übereinstimmung ist, so erhält man 


II, = 86.16 . 
..  Befand sich das f-Teilchen im Kern außerhalb des Ringes, 
so beträgt die potentielle Energie nach (2a): 
22) IT, = nev _ 2setv _ 22,66 10-9. of [> - 2s 


Setzt man jetzt v’ = 0,9, 9 = 8.10-13, s = 68,4, n = 151,4, 
so ist 17, = 35.10 (s ist nach [19] berechnet). 

‘Die kinetische Energie eines f-Strahlelektrons von der 
größten beobachteten Geschwindigkeit (0,998 c) beträgt 


E=11,9.10%. 


q 
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Sie ist also in den soeben berechneten Fällen nur ein Bruch- 
teil der potentiellen Energie. 


Nimmt man für die potentielle Energie den Wert 58 . 10-* 
an, so hat das Atom nach der Emission eines ß-Teilchens im 
ganzen die Energie 70.10-* Erg eingebüßt. Dem entspricht 
nach dem Relativitätsprinzip ein Massenverlust von 


70 - 10-® 


g=8-.1072g. 


Dies ist etwa der 20. Teil der Masse eines Wasserstoffatoms. 
Somit dürfte es nicht ausgeschlossen sein, daß derartige den 
radioaktiven Zerfall begleitende Massenänderungen durch Atom- 
gewichtsbestimmungen nachgewiesen werden können. In dieser 
Richtung liegende Betrachtungen sind von R. Swinne?) an- 
gestellt worden. 


$ 10. Das Magnetfeld des Atomkerns. Da wir uns im Kerne 
Elektronen mit großer Geschwindigkeit in gleichem Sinne 
umlaufen denken, so muß jener ein Magnetfeld aufweisen, 
wofern nicht andere Ursachen entgegengesetzten Magnetismus 
von gleichem Betrage hervorrufen. Dieses Feld könnte sich 
vielleicht bei manchen Erscheinungen bemerkbar machen. 
Hier soll nur festgestellt werden, ob die magnetische Kraft, 
welche auf außerhalb des Kernes im Atom umlaufende Elek- 
tronen wirkt, von gleicher Größenordnung ist, wie die vom 
Kerne auf sie ausgeübte elektrische Kraft. Die Kernelektronen 
mögen sich zum größten Teile um den Atommittelpunkt auf 
einem Kreise vom Radius g nahezu mit Lichtgeschwindigkeit 
bewegen. Auf einem mit diesem konzentrischen und in gleicher 
Ebene befindlichen Kreise vom Radius R laufe ein Elektron 
mit der Geschwindigkeit ¢ 6 um. Ist dann o hinreichend klein 
gegen R, so kann man leicht aus Gleichung (7) oder auf 
anderem Wege ableiten, daß auf das Elektron eine magne- 
tische Kraft von der Größe 


in radialer bzw. entgegengesetzter Richtung ausgeübt wird, 
wobei s die Zahl der in Betracht gezogenen Kernelektronen 


1) R. Swinne, Physik. Zeitschr. 14, p. 145. 1913. 
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bedeutet. Letztere wirken auf das Elektron mit der elek- 
trischen Kraft s e?/R? ein, so daß das Verhältnis der magne- 
tischen zur elektrischen Kraft gleich £ o/2R ist. Sonach ist 
die magnetische Kraft klein gegenüber der elektrischen, selbst 
wenn ß der 1 nahe kommt. Da nun nach § 6 die Gesamt- 
ladung des Kernes etwa von ähnlicher Größe wie ss sein 
dürfte, könnte wohl höchstens auf tief im Innern des Atoms 
umlaufende Elektronen, deren Geschwindigkeit nicht zu klein 
gegenüber der Lichtgeschwindigkeit ist, eine magnetische 
Kraft vom Kern ausgeübt werden, die von gleicher Größen- 
ordnung wie dessen elektrische Anziehung ist und zu beob- 
achtbaren Wirkungen führt. 


$ 11. Zusammenfassung. Im ersten Hauptabschnitt 
werden elektrostatische und elektrodynamische Hilfsformeln 
entwickelt, und zwar wird berechnet: 1. das elektrostatische 
Potential, welches eine gleichmäßig mit Ladung belegte Kreis- 
linie auf Punkte ausübt, die mit ihr in derselben Ebene liegen 
(§ 2); 2. das hieraus folgende elektrische Feld ($ 2); 8. das 
magnetische Feld, welches ein Kreisstrom in seiner Ebene 
erzeugt ($ 3); 4. die magnetische Kraft, die auf ein Elektron 
wirkt, welches auf einem mit dem Kreisstrom konzentrischen 
und in gleicher Ebene befindlichen Kreise umläuft ($ 3); 
5. die Gesamtkraft, welche der aus s Elektronen bestehend 
gedachte Kreisstrom auf das genannte Elektron ausübt ($ 4). 


Im 2. Hauptabschnitt wird die Anschauung entwickelt, 
daß ein Elektron, welches als schnellster ß-Strahl zur Beob- 
achtung gelangt, im Atomkern nahezu mit Lichtgeschwindig- 
keit eine positive Zentralladung umkreist. Bei seiner Emis- 
sion wird es durch deren Anziehung verzögert. Dieser Ver- 
lust an kinetischer Energie wird aber durch die elektrostatische 
Abstoßung von Elektronen vermindert, welche auf einem 
Kreise von größerem Radius (= o) als wie das ß-Strahlelck- 
tron (Radius von dessen Bahn = ve) den Atommittelpurkt 
ebenfalls nahezu mit Lichtgeschwindigkeit umlaufen. Es wrd 
eine Bedingungsgleichung (Formel [12]) für das Zustande- 
kommen maximaler f-Strahlgeschwindigkeit (= 0,998 c) auf- 
gestellt ($ 5). In $ 6 wird erörtert, wie man sich den Atom- 
kern im Rahmen der soeben dargestellten Anschauung in 
quantitativer Hinsicht vorzustellen hat, damit jene Gleichung 
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erfüllt wird. Sodann wird auf den Gleichgewichtszustand des 
ß-Strahlteilchens im Kern eingegangen und gezeigt, daß der 
Quantenansatz Bohrs hierbei Gültigkeit besitzen kann ($ 7). 
Im folgenden Paragraphen wird dargetan, daß man sich das 
ß-Elektron auch auf einem Kreise umlaufen denken kann, 
dessen Radius größer als der des Kernelektronenringes ist. 


Im 3. Hauptabschnitt wird zunächst der bei Aussendung 
eines ß-Strahles stattfindende Energieumsatz besprochen und 
hierbei auch auf die nach dem Relativitätsprinzip eintretende 
Massenänderung des Atoms kurz eingegangen ($ 9). Schließ- 
lich wird andeutungsweise die Frage nach einer beobacht- 
baren magnetischen Wirkung des Atomkernes erörtert ($ 10). 


Dresden, im März 1917. 


(Eingegangen 24. März 1917.) 
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4. Anwendung der Vektorrechnung 
auf die geometrische Optik in bewegten Körpern; 


von Philipp Frank. 


Vor einigen Jahren haben A. Sommerfeld und I. Runge?) 
eine Methode angegeben, durch die sich die Sätze der geo- 
metrischen Optik in sehr übersichtlicher und durchsichtiger 
Weise darstellen lassen. Ihre Methode beruht darauf, den 
Strahlengang durch ein Vektorfeld darzustellen. Sie ordnen 
nämlich jedem Punkte des durchstrahlten Raumes einen Ein- 
heitsvektor in der Richtung des Lichtstrahles zu. In der vor- 
liegenden Mitteilung soll nun gezeigt werden, daß diese Me- 
thode auch auf den Strahlengang in bewegten Körpern aus- 
gedehnt werden kann, ein Gebiet, das häufig in nicht sehr 
durehsichtiger Weise dargestellt wird. Wenn man aber das 
genannte Vektorfeld zugrunde legt, kann man den Einfluß 
der Bewegung der durchstrahlten Körper auf dieses Feld 
durch eine sehr einfache Vektorformel darstellen, die es z. B. 
ermöglicht, die Aussagen der Theorien von Fresnel und 
Stokes über die Optik bewegter Medien unmittelbar zu ver- 
gleichen. Wir beschränken uns dabei überall, wie es in der 
geometrischen Optik üblich ist, auf die Glieder erster Ordnung 
in dem Verhältnis der Körpergeschwindigkeit — zur Licht- 
geschwindigkeit. 


$1. Über ein Maß für die Abweichung einer Kurve von der 
Bahn des Lichtes in ruhenden inhomogenen Körpern. 


Ehe wir daran gehen, den Einfluß der Bewegung auf den 
bekannten Strahlengang in ruhenden Körpern zu untersuchen, 
wollen wir eine Größe einführen?), die als Maß oer dient, 

1) A. Sommerfeld u. I. Runge, Ann. d. Phys. 85. 1 p- 277. 1911. 

2) Diese Größe habe ich schon in meiner Arbeit „Zur Differential- 
geometrie der Brachistochronen“ (Sitzungsber. d. Wiener Akad. Math.-nat. 
Kl. Abt. Ila. 1914) angewendet. 

Annalen der Physik, IV. Folge. 52. 42 
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wie stark eine Kurve von der Bahn des Lichtstrahles im 
ruhenden Körper abweicht, so wie die gewöhnliche Krümmung 
einer Raumkurve die Abweichung von der geraden Linie, 
also der Bahn des Lichtes im homogenen ruhenden Körper, 
mißt. Wir gehen auch genau so wie bei der Einführung der 
gewöhnlichen Krümmung vor. 

Wir bezeichnen mit v die Lichtgeschwindigkeit in irgend- 
einem Punkte des inhomogenen Körpers, mit c die im leeren 
Raume, dann ist der absolute Brechungsquotient n 
(1) n= — 
eine gegebene Funktion des Ortes. Die Lichtstrahlen im 
ruhenden Körper sind ja bekanntlich die oo? Extremalen 
des Integrals 


(2) Sfr, 


wo ds das Bogenelement bedeutet. Wir denken uns eine 
beliebige Kurve C gegeben; der tangential gerichtete Ein- 
heitsvektor der Kurve sei ©. Wenn die Kurve ein Licht- 
strahl in dem angenommenen inhomogenen Körper wäre, 
müßte ihr tangentialer Einheitsvektor, den wir in diesem 
Falle &* nennen wollen, der Differentialgleichung 

(3) (=) = grad 

genügen. Durch Gleichung (3) sind die drei Lagrangeschen 
Gleichungen, die zu (2) gehören, in eine Vektorgleichung zu- 
sammengefaßt. Dabei bedeutet die Differentiation nach s 
hier wie im folgenden eine Differentiation in der Richtung 
von &* bzw. ©. 

Wenn nun C eine beliebige Kurve 
ist, können wir ihre Abweichung von 
der Bahn des Lichtstrahles durch einen 
erweiterten Krümmungsbegriff dar- 
stellen, der analog dem der geodä- 
tischen Krümmung einer Kurve auf 

Fig. 1. einer krummen Fläche gebildet ist. 

Wir nehmen auf der Kurve C (Fig. 1) 

zwei Punkte, P und P’, an; den tangentialen Einheitsvektor 
in diesen Punkten nennen wir © bzw. &. Wir legen ferner 
durch P den Lichtstrahl, der dort die Kurve C berührt; auf 
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ihm sei ein Punkt Q aufgetragen, so daß die Bogenstücke 
PP’ und PQ gleich lang sind, etwa 


P=-PQ=4s, 


ferner zeichnen wir uns in Q den tangentialen Einheitsvektor &* 
des Lichtstrahles. Dann wollen wir unter der „relativen“ 2 
Krümmung der Kurve C im Punkte P den folgenden Vektor ® 
verstehen: 


(4) 
4e=0 4 


Anstatt dessen kann man offenbar auch schreiben: 
Qaim 


As 


Das ist offenbar in der Symbolik der Differentialrechnung 


Die beiden Ausdriicke rechts bedeuten bekanntlich die ge- 
wöhnlichen Krümmungen der Kurve C und des im Punkte P 
berührenden Lichtstrahles. Die relative Krümmung der Kurve C 
in einem Punkte ist also nichts anderes als ihre gewöhnliche 
Krümmung, vermindert um die des dort berührenden Licht- 
strahles. 


Nach Gl. (8) ist nun 


aS 1 1 
grad — —v G grad—) . 
Wenn wir berücksichtigen, daß im Punkte P selbst &*=6& 
ist, erhalten wir 


(6) = v (S) — grad 


Es ist klar, daß, wenn © einen Lichtstrahl darstellt, % = 0 
folgt, was mit Gl. (8) übereinstimmt. Man kann die Formel (6) 
auch in eine ganz ähnliche Form bringen, wie Sommerfeld 
und Runge sie für die gewöhnliche Krümmung angegeben 


1) „Relativ‘‘ bedeutet hier eine Beziehung auf eine vorgegebene 
Inhomogenität des Körpers, also eine bestimmte Bahn des Lichtes. 
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wie stark eine Kurve von der Bahn des Lichtstrahles im 
ruhenden Körper abweicht, so wie die gewöhnliche Krümmung 
einer Raumkurve die Abweichung von der geraden Linie, 
also der Bahn des Lichtes im homogenen ruhenden Körper, 
mißt. Wir gehen auch genau so wie bei der Einführung der 
gewöhnlichen Krümmung vor. 

Wir bezeichnen mit v die Lichtgeschwindigkeit in IRRE 
einem Punkte des inhomogenen Körpers, mit ¢ die im leeren 
Raume, dann ist der absolute Brechungsquotient n 


(1) n= — 


eine gegebene Funktion des Ortes. Die Lichtstrahlen im 
ruhenden Körper sind ja bekanntlich die oo? Extremalen 
des Integrals 


(2) 


wo ds das Bogenelement bedeutet. Wir denken uns eine 
beliebige Kurve C gegeben; der tangential gerichtete Ein- 
heitsvektor der Kurve sei ©. Wenn die Kurve ein Licht- 
strahl in dem angenommenen inhomogenen Körper wäre, 
müßte ihr tangentialer Einheitsvektor, den wir in diesem 
Falle G* nennen wollen, der Differentialgleichung 


(3) (<) = grad 


genügen. Durch Gleichung (3) sind die drei Lagrangeschen 
Gleichungen, die zu (2) gehören, in eine Vektorgleichung zu- 
sammengefaßt. Dabei bedeutet die Differentiation nach s 
hier wie im folgenden eine Differentiation in der Richtung 
von S* bzw. ©, 

Wenn nun C eine beliebige Kurve 
ist, können wir ihre Abweichung von 
der Bahn des Lichtstrahles durch einen 
erweiterten Krümmungsbegriff dar- 
stellen, der analog dem der geodä- 
tischen Krümmung einer Kurve auf 

Fig. 1. einer krummen Fläche gebildet ist. 

Wir nehmen auf der Kurve C (Fig. 1) 

zwei Punkte, P und P’, an; den tangentialen Einheitsvektor 
in diesen Punkten nennen wir © bzw. &. Wir legen ferner 
durch P den Lichtstrahl, der dort die Kurve C berührt; auf 
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ihm sei ein Punkt Q aufgetragen, so daß die Bogenstücke 
PP’ und PQ gleich lang sind, etwa 


PP =PQ=4s, 


ferner zeichnen wir uns in Q den tangentialen Einheitsvektor &* 

des Lichtstrahles. Dann wollen wir unter der „relativen“ 1) 

Kriimmung der Kurve C im Punkte P den folgenden Vektor ” 
verstehen: 


(4) R = lim 
A4s=0 


Anstatt dessen kann man offenbar auch schreiben: 


(S' -6)-(S*- 6) 


Das ist offenbar in der Symbolik der Differentialrechnung 


(5) Qu 26 _d® 


ds ds 
Die beiden Ausdriicke rechts bedeuten bekanntlich die ge- 
wöhnlichen Krümmungen der Kurve C und des im Punkte P 
berührenden Lichtstrahles. Die relative Krümmung der Kurve C 
in einem Punkte ist also nichts anderes als ihre gewöhnliche 
Krümmung, vermindert um die des dort berührenden Licht- 
strahles. 


Nach Gl. (8) ist nun 


d&* 1 1 
vgrad— — v(& grad —.) . 
Wenn wir berücksichtigen, daß im Punkte P selbst G* = © 


ist, erhalten wir 
d /& 1 
(6) R= — 


Es ist klar, daß, wenn © einen Lichtstrahl darstellt, & = 0 
folgt, was mit Gl. (8) übereinstimmt. Man kann die Formel (6) 
auch in eine ganz ähnliche Form bringen, wie Sommerfeld 
und Runge sie für die gewöhnliche Krümmung angegeben 


1) „Relativ“ bedeutet hier eine Beziehung auf eine vorgegebene 
Inhomogenität des Körpers, also eine bestimmte Bahn des Lichtes. 
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haben. Wir gehen dabei von der für zwei beliebige Vektoren 
A und B geltenden Identität!) aus: 
(7) grad (UB) = + (Brot A). 


Wir setzen darin 


v 
Dann wird daraus 
© S v 1 
+|Srot S| = grad 


Da nun offenbar 


folgt 
(8) (2) — grad 4 _ [rot £, 
und 
(9) R= vlrot S| 


Für konstantes v, also einen homogenen Körper, folgt die von 
Sommerfeld und Runge angegebene Formel für die ge 
wöhnliche Krümmung 


K = [rot ©, ©]. 


8 2. Die durch den „Ätherwind“ hervorgerufene relative 
Krümmung der Lichtstrahlen. 


Wir denken uns jetzt, daß der betrachtete inhomogene 
Körper sich geradlinig gleichförmig bewegt. Wir rechnen 
immer in einem Koordinatensystem, das mit dem Körper 
fest verbunden ist, so daß v bzw. n immer dieselbe Funktion 
der Koordinaten z, y, 2 bleibt. Dann entsteht relativ zum 
Körper ein Ätherwind, dessen Geschwindigkeit, die wir a 


1) Vgl. z. B. Ignatowsky, Vektoranalysis, Gl. (68). R. Rothe, 
Jahresber. d. Deutschen Mathem. Ver. 1912, hat die Identität (7) schon 
zur Aufstellung der Sommerfeldschen Formel für die gewöhnliche 
Krümmung herangezogen. 
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nennen wollen, sich einfach zur Lichtgeschwindigkeit, wie sie 
im ruhenden Körper herrschen würde, vektoriell addiert. 
Über die Art, wie die Geschwindigkeit des Ätherwindes mit 
der Geschwindigkeit des Körpers zusammenhängt, wollen wir 
zunächst gar keine Voraussetzung machen, sondern nur ganz 
allgemein annehmen, daß a eine bekannte Funktion der Ko- 
ordinaten a, y, 2 ist. Wir stellen dann die Frage: Welche 
relative Krümmung erzeugt ein vorgegebener Ätherwind an 
den Lichtstrahlen ? 

Der absolute Betrag der Lichtgeschwindigkeit im ruhenden 
Körper an einem Punkte x, y, ¢ war v, der tangentiale Ein- 
heitsvektor ©*; diese Größen mögen durch die Wirkung des 
Ätherwindes in w bzw. © übergehen; dann ist 


(10) +a. 


Die Liehtstrahlen sind jetzt nicht mehr die Extremalen des 
Integrals (2), sondern die von 


(11) 


Durch Quadrieren von (10) erhalten wir: 
wo’ = v? + 2v(aS*) + (aa). 


Daraus folgt, wenn wir nur die ersten Potenzen von a/v bzw. 
a/w beibehalten: 


(12) w= v + (a S*) 
und mit derselben Genauigkeit 
Wenn wir J in der Parameterform haben 
J= dr, 
wo 
(14) 
so ist 
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wo v und a,, a,, a, gegebene Funktionen der Koordinaten 
sind. Bilden wir dann die erste Lagrangesche Gleichung 


so lautet sie hier: 


d iF 71 ig 1 
ott 
dx Oa Oz v 


Bilden wir die entsprechenden Gleichungen für die y- und 
z-Richtung und benutzen wir Gl. (14), so können wir die 
J. agrangeschen Gleiehungen wieder in eine Vektorgleichung 
zur Bestimmung von © zusammenfassen: 


d (& a 1 (a ©) 
(16) (2 ) = grad grad * 
Dabei ist fiir die Bildung des letzten Gliedes rechts zu beachten, 
daß © gegenüber der Operation gerade eine Konstante ist. 
Aus Gl. (16) folgt wegen Gl. (6) für die gesuchte relative 
Krümmung: 


da (a S) 
(17) R=v grad —; 
Dabei kann rechts anstatt © mit der beabsichtigten Genauig- 
keit auch der Einheitsvektor des Strahles im ruhenden Körper 
&* gesetzt werden. Setzen wir in Gl. (7) 


a 
S 


und bedenken, daß G nicht Funktion der Koordinaten ist, 
so erhalten wir 


(18) grad |Srot “| 


ds v 
Dann wird aus Gl. (17) 
a 
(19) = v[rot 5, S*] 


Das ist die Endformel, die es gestattet, an jeder Stelle des 
Raumes aus dem Strahle im ruhenden Körper @*- und dem 
Atherwind a die relative Krümmung zu berechnen, die dureh 
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diesen Ätherwind erzeugt wird. Wenn wir Gl. (1) anwenden, 
wird daraus 


(20) = [rot S*). 
Im leeren Raume (n = 1) geht die Formel in 
(21) R = [rot a, S*] 


über), wo & natürlich die gewöhnliche Krümmung bedeutet. 


$ 8. Der Einfluß der Erdbewegung auf den Strahlengang. 


Wir nehmen nun an, unser System, das sich geradlinig 
gleichförmig bewegt, sei die Erde in ihrer Bewegung durch 
den Weltenraum. Die Geschwindigkeit sei 9. Jede Theorie, 
die von den optischen Erscheinungen auf der bewegten Erde 
Rechenschaft geben will, muß, wenn sie auf der üblichen 
Wellentheorie des Lichtes fußt, von Gl. (20) ausgehen. 
Die verschiedenen Theorien unterscheiden sich nur dadurch, 
daß sie den Zusammenhang zwischen der Erdgeschwindigkeit g 
und der Geschwindigkeit des Ätherwindes a in verschiedener 
Weise annehmen. ‚Jedenfalls wird in sehr großer Entfer- 
nung von der Erde (etwa in der Gegend der Fixsterne) 
kein Einfluß der Erdbewegung auf den Äther mehr vorhanden 
sein, also 
(22) 
zu setzen sein. Jede Theorie muß von den folgenden zwei 
Erfahrungstatsachen über den Strahlengang auf der bewegten 
Erde Rechenschaft geben: 

I. der Aberration des Fixsternlichtes; 

II. der Unabhängigkeit aller Versuche über Reflexion und 
Brechung von dem Winkel, den die Fortpflanzungsrichtung 
des Lichtes mit der Richtung der Erdbewegung einschließt. 

Die Tatsache (I) erfordert, daß im leeren Raum zwischen 
Fixstern und Erde die Liehtstrahlen durch die Erdbewegung 
keine Krümmung erleiden, also die relative Krümmung ver- 
schwindet. Die Tatsache (II) erfordert, daß in der Nähe der 
Erdoberfläche in jedem, auch inhomogenen, Medium durch 


1) Die Formel (21) findet sich schon bei H. A. Lorentz, Abhand- 
lungen über theoretische Physik, Bd. I, p. 401. 
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die Erdbewegung keine relative Krümmung erzeugt wird. 
Die beiden klassischen Theorien über den Strahlengang in 
bewegten Körpern geben nun von diesen beiden Tatsachen 
in ganz verschiedener Weise Rechenschaft. 

Fresnel erklärt die Aberration in der denkbar einfachsten 
Weise, indem er annimmt, daß Gl. (22) überall im leeren 
Raume (n = 1) gilt, woraus wegen der Konstanz von g natür- 
lich aus Gl. (21) sich 8&= 0 ergibt. Um das Verschwinden 
der relativen Krümmung auch in beliebigen inhomogenen Medien 
(also Tatsache II) zu erklären, muß er die Annahme machen, 
daß der Atherwind von Brechungsquotienten abhängt, und 
zwar ergibt sich offenbar aus der Voraussetzung 


in Gl. (20) eingesetzt das Verschwinden von &. 
Stokes erklärt umgekehrt die Tatsache II in der denk- 


bar einfachsten Weise, indem er in unmittelbarer Umgebung 
der Erdoberfläche 


a=0 
setzt. Da aber aus Stetigkeitsgriinden im Weltenraume nicht 
überall a= —g sein kann, muß der Atherwind stetig von 


Null bis zu diesem Werte ansteigen, wodurch sich aber dann 
keine Krümmung ergibt (vgl. Gl. [21]), wenn überall im 
leeren Raume 

rot a=0 


ist; und diese Annahme macht Stokes tatsächlich über den 
Ätherwind, der durch die Erdbewegung erzeugt wird. Es ist 
wohl überflüssig, zu bemerken, daß diese Annahme heute 
wohl nur noch historisches Interesse besitzt; es kam mir nur 
darauf an, zu zeigen, wie an der Hand der Formel (20) sich 
die verschiedenen Theorien in übersichtlicher Weise darstellen 


lassen. 
Wien, 5. April 1917, 


(Eingegangen 14. April 1917.) 
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5. Über einen großen Elektromagnet einfacher 
Bauart; 
von The Svedberg, 


Bei vielen magnetischen Untersuchungen, die eine sehr 
konstante Temperatur wesentlich oberhalb oder unterhalb 
der Zimmertemperatur erfordern, ist es, um genügend Raum 
für den Thermostat bzw. Kryostat zu bekommen, unbedingt 
nötig, ziemlich ausgedehnte magnetische Felder zur Verfügung 
zu haben. Wenn es sich um Feldstärken von mehr als ca. 
1500 Gauss handelt, ist es in Anbetracht des großen Energie- 
verbrauches von magnetisch stark wirksamen eisenlosen Spulen 
am vorteilhaftesten, sich eines großen Elektromagnets zu be 
dienen. Der Preis eines solchen Apparates in der üblichen 
Ausführung, z. B. von Weiss oder von du Bois ist recht 
hoch; es lassen sich aber bedeutende Vereinfachungen in der 
Bauart einführen, ohne daß der Magnet an Anwendbarkeit 
merklich einbüßt. Die Herstellungskosten können dadurch bis 
zu etwa ein Drittel des Preises eines Weissmagnets von ent- 
sprechender Größe herabgesetzt werden. 

Um eine erfolgreiche Weiterführung der im hiesigen Che- 
mischen Universitätslaboratorium begonnenen Untersuchungen 
über das Verhalten von anisotropen Flüssigkeiten in magne- 
tischen Feldern!) zu ermöglichen, wurde beschlossen, einen 
vereinfachten Magnet von etwa derselben Größe wie die größten 
von der Société Genevoise regelmäßig fabrizierten Weiss- 
magneten zu bauen. Der Apparat wurde nach einem von mir 
entworfenen Plane von der Akt.-Ges. J. L. Rose, Upsala- 
Stoekholm, zur Ausführung gebracht. Da dieser Magnet 
an mehreren Punkten von den gebräuchlichen Modellen ab- 
weicht, dürfte eine kurze Beschreibung desselben nicht ohne 
Interesse sein. 


1) Ann. d. Phys. 44. p. 1121. 1914; 49. p. 437. 1916; Jahrbuch d. 
Radioakt. 12. p. 129. 1915; Kolloid-Zeitschr. 18. p. 54, 101. 1916; 20. 
p. 73. 1917. 
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Die Berechnung des Magnets geschah auf Grundlage der 
von Weiss!) und du Bois?) gelieferten Daten. Der magne- 
tische Kreis besteht aus zwei zylindrischen Polkernen von 
147 mm Diameter und 235 mm Länge, die mit axialen Boh- 
rungen von 12 mm Diameter versehen sind, und einem recht- 
eckigen Rahmen für die Zurückleitung des Kraftflusses. Dieser 
Rahmen, der aus vier Balken von dem Querschnitt 150 x 75 mm 
zusammengesetzt ist, hat eine äußere Länge von 770 mm 
ünd eine äußere Höhe von 550 mm. Die Polkerne sind innen 
an der Mitte der Giebelseiten des Rahmens einander gegen- 
über festgeschraubt. Als Fuß dient eine gußeiserne Platte, 
die mit dem Rahmen fest verbunden ist. Eine derartige An- 
ordnung des magnetischen Kreises, die an diejenige der älteren 
Dynamomaschinen erinnert, ist in mehrfacher Hinsicht von 
Vorteil. Durch das Schließen des bei den Weissschen Ma- 
gneten U-förmigen Verbindungsjoches zu einem vollen Rahmen 
wird in einfacher Weise große Stabilität und bequemer Auf- 
bau des Magnets erreicht. Dank der guten Symmetrie kann 
der Magnet sowohl mit horizontaler als mit vertikaler Achse 
sowie mit horizontalem oder vertikalem Rahmen montiert 
werden, was für manche Untersuchungen von großem Vorteil 
ist. Der Nachteil, daß in der normalen Lage — Achse hori- 
zontal, Rahmen vertikal — der obere Verbindungsbalken 
hinderlich sein kann, fällt bei dem geräumigen inneren Ab- 
stand von 400 mm zwischen oberem und unterem Balken 
wenig ins Gewicht. Für Versuche, die unbedingt einen freien 
Raum oberhalb des Interferrikums erfordern, kann ja außer- 
dem der Magnet mit horizontalem Rahmen montiert werden. 
Die Zerlegung des Eisens in sechs Teile erleichtert ferner die 
Herstellung, den Transport und die Montierung des Magnets 
ganz bedeutend. Um Wägungsversuche und derartiges zu 
ermöglichen, ist der obere Balken in der: Mitte mit einem 
vertikalen Loche von 20 mm Diameter’ versehen. In dieses 
Loch kann ferner eine starke eiserne Öse zur Hilfe beim Auf- 
bau des Magnets eingeschraubt werden. Die feste Montierung 
der Polkerne wird wohl manchem als ein großer Nachteil 
erscheinen. Diese Bauart bringt aber eine so bedeutende 
Vereinfachung in der mechanischen Ausführung mit sich, daß 


1) P. Weiss, Journ. de Phys. 6. p. 353. 1907. 
2) H. du Bois, Ann. d. Phys. 42. p. 953. 1913. 
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meines Erachtens nach die Opferung der stetigen Veränder- 
lichkeit der Länge des Interferrikums in Fällen, wo es sich, 
wie bei diesem Magnet, hauptsächlich um Arbeiten bei größeren 
Polabständen handelt, rationell ist. Die Anpassung des Inter- 
ferrikums für den Zweck einer speziellen Untersuchung er- 
folgt viel einfacher, präziser und billiger durch Anfertigung 
geeigneter Polschuhe. Für die meisten Zwecke dürfte ein 
Satz von fünf Paaren genügen, die folgende Interferrika 
liefern: 


Länge Diameter 
des des 
Interferrikums Interferrikums 

80 mm 147 mm (durchbohrt) 
80 ,, 120 ,, 

60 ” 90 ” 

40 ” 60 ” 

20 ” 30 ” 


Die Mantelflächen der vier letzten Paare liegen alle auf 
der Mantelfläche eines Doppelkonus von dem halben Winkel 
56°19’, dessen Spitze sich in der Mitte zwischen den Polen 
befindet. Dazu kommt noch das Interferrikum: Länge = 
156 mm, Diameter = 147 mm, zwischen den nicht armierten 
Polkernen. Beim Arbeiten mit diesem Interferrikum werden 
die Löcher für die Gewindezapfen der Polschuhe mit geeig- 
neten losen Zapfen gefüllt. Die 12 mm-Bohrungen durch die 
Polkerne können gleichfalls beim Nichtgebrauch mit Eisen 
ausgefüllt werden. Das Verhältnis zwischen dem Querschnitt 
der Polkerne und demjenigen der äußeren magnetischen Kreise 
(= doppeltem “Querschnitt des Rahmens) ist 0,75, also nur 
wenig höher als für den großen Weissschen Magnet!) mit Pol- 
kernen von 150 mm Diameter und Schlußjoch von 120 x 210 mm 
Querschnitt, d. h. mit dem. Verhältnis 0,70. Sämtliche Teile 
des magnetischen Kreises sind aus bestem schwedischem 
Schmiedeeisen (Österby) hergestellt, die Polkerne und Pol- 
schuhe zudem ausgeglüht und langsam abgekühlt. Das Ge- 
wicht des magnetischen Kreises beträgt ohne Polschuhe 262 kg, 
dasjenige des gußeisernen Fußes 102 kg. Die Polsehube wiegen 
pro Paar 9—12 kg. 


1) P. Weiss, l. c. 
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Die Magnetisierungsspulen sind wie bei den Weissschen 
Magneten als zwei Polspulen mit gemeinsamer Achse an- 
geordnet. Die äußeren Dimensionen sind: Diameter = 385 mm, 
Länge = 225 mm, Totalgewicht jeder Spule = 114,7 kg. Weil 
der Magnet besonders für Arbeiten mit größeren Polabständen 
bestimmt ist, so wurden die Windungen jedoch nicht so stark 
an die Pole gehäuft, wie es besonders bei den neueren Weiss- 
schen Magneten der Fall ist. Da uns eine hinreichende elek- 
trische Betriebsleistung nur bei 420—480 Volt zur Verfügung 
stand, mußten die Spulen dieser Spannung angepaßt werden. 
Sie wurden mit 2,0 mm diekem, einfach mit Baumwolle be- 
sponnenem Kupferdraht bewickelt und für eine maximale 
Amperewindungszahl von 135000 und eine normale von 85000 
berechnet. Das Gewicht des besponnenen Drahtes beträgt 
113,9 kg, was einer Länge von ca. 4000 m entspricht. Der 
Widerstand der hintereinander geschalteten Spulen beträgt 
im kalten Zustande 20 Ohm, bei Dauerbelastung mit 20 Amp. 
ca. 22 Ohm, was also bei 420—480 Volt eine Stromstärke 
von ca. 21—24 bzw. 19—22 Amp. ergibt. Die Windungszahl 
ist etwa 4500, so daß die Amperewindungszahl 85000 bei 
19 Amp. erreicht wird. Dies entspricht einer Betriebsleistung 
von 8 Kilowatt. Um eine effektive Kühlung und gleichzeitig 
einen einfachen Aufbau und leichte Zerlegung der Spulen 
bei eventuellen Reparaturen zu erzielen, wurden dieselben 
folgenderweise gebaut. Jede Spule besteht aus sechs kon- 
axialen, ineinander geschobenen, zylindrischen ringförmigen 
Teilspulen und einem äußeren ringförmigen Mantel für Wasser- 
spülung. Diese sieben Individuen werden durch zwei Messing- 
scheiben und vier Messingbolzen zusammengehalten. Jede 
Teilspule trägt vier Schichten von Draht mit je ca. 98 Win- 
dungen. Als Unterlage dazu dient eine Rolle aus Messing, 
deren Rohr doppelwandig ist und von Wasser durchspült 
wird. Vermittelst geeignet angeordneter Rippen wird das 
Spülwasser ziekzackartig durch das Rohr geleitet. Zwei an 
einer der messingenen Endflächen befestigten Ansatzrohre 
dienen als Zu- und Abfluß. Die oben erwähnten äußeren 
Kühlmäntel sind in ähnlicher Weise eingerichtet. Je vier 
Drahtschichten sind also beiderseitig von Wassermänteln um- 
geben. Kein Punkt befindet sich mehr als 6 mm von einer 
gekühlten Messingfläche entfernt. Der Wickelungsraum wird 
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‘durch das Anbringen dieser Wassermäntel um ca. ein Drittel 


eingeschränkt; dafür hat man aber den. Vorteil einer so effek- 
tiven Kühlung, daß der Draht ohne unzulässige Erwärmung 
sehr stark belastet werden kann. Die Widerstandszunahme 
des Drahtes nach Erreichen des stationären Zustandes betrug 
bei 20 Amp. ca. 10 Proz., bei 25 Amp. ca. 20 Proz. und bei 
30 Amp. ca. 30 Proz. Wenn, wie üblich, die Belastungsgrenze 
bei einer Widerstandszunahme von 25 Proz. gesetzt wird, 
so folgt also, daß diese Spulen auch für Dauerversuche mit 
ca. 27 Amp. belastet werden können, was bei der Drahtdicke 
von 2,0 mm recht bemerkenswert ist. Der Wasserverbrauch 
beträgt bei den höchsten Belastungen ca. 2 Liter pro Minute 
pro Wassermantel, d. h. 28 Liter/Minuten für beide Spulen 
zusammen, kann aber bis zu 5 Liter/Minuten pro Wasser- 
mantel gesteigert werden. Bei geringerer Belastung braucht 
der Magnet nur sehr wenig Wasser. Die Zu- und Abfluß- 
röhren der Teilspulen sind sämtlich einander parallel geschaltet. 
Es liegt in der Natur der Sache, daß diese Art von Kühlung 
an Effektivität kaum der bekannten Weissschen Innenküh- 
lung der Stromleitung gleichkommen kann. Da jedoch nach 
dem Weissschen Prinzip nur Spulen von verhältnismäßig 
kleinem Widerstande gebaut werden können, die folglich nur 
mit Stromquellen von niederer Spannung zu benutzen sind, 
so dürfte die oben beschriebene Kühlvorrichtung, die von 
dem Durchmesser der Stromleitung unabhängig ist, für den 
Magnetkonstrukteur nicht ohne Interesse sein. Die Spulen 
sind mit Klemmschrauben für jede Teilspule montiert, so daß 
der Magnet durch geeignete Parallelschaltung derselben auch 
für niedere Spannung des Betriebstromes brauchbar ist. Was 
die Isolation der Spulen betrifft, so waren dabei, infolge der 
Unmöglichkeit, während des Krieges geeignetes Isoliermaterial 
beschaffen zu können, einige Schwierigkeiten vorhanden. Bei 
elf der Teilspulen wurde sowohl zwischen Messing und Draht 
als zwischen den einzelnen Drahtschichten mit 0,5 mm Steriolit 
isoliert, bei einer Teilspule wurde versuchsweise zwischen 
Messing und Draht mit 0,7 mm Vulkanfiber und zwischen 
den Drahtschiehten mit 0,4 mm Öltuch isoliert. Die äußerste 
Drahtschicht jeder Spule wurde mit Schellackfirnis bestrichen 
und dann mit 0,4 mm Öltuch umwickelt. Sterioht wurde 
wegen seiner großen Widerstandsfähigkeit gegen Erhitzung 
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gewählt. Wie es das Verhalten des mit Vulkanfiber und Öl- 
tuch gewickelten Spule zeigte, dürfte aber diese Vorsichts- 
maßregel überflüssig sein — dank der guten Kühlung wird 
die Temperatur der Spulen nicht höher, als es die Vulkanfiber- 
Öltuchisolation verträgt. 
Die Figg. 1 und 2 demonstrieren die Konstruktion und 
das äußere Aussehen des Magnets. 

Die mit diesem Magnet erreichten Feldwerte sind in 
beistehender Tabelle verzeichnet. Fig. 3 gibt dieselben gra- 
phisch wieder. 


Länge Diameter 
des des ; Stromstärke Feldstärke 
Interferrikums Interferrikums ; 

156 mm 147 mm 5,0 Amp. 1560 Gauss 
2980 
3870.-_ „ 
20,0 „ 4420 ,, 

147 ,, (durchbohrt) 3,0 ,, 1980 ,,- 
3230 
50 „ 
16,0. 6260 
20,0 6880 

80 120 ,, 30 200 
23706 
108 - ; 5500 : „ 
6490 
20,0 55 71200 

60 ” 90 ” 3,0 ” 2690 ” 
5,0 4500 
108 . „ 
159 „ 830 „ 
20,6 ” 9200 ” 

40 ” 60 ” 3,0 ” 3990 ” 
6470 „ 
10270 
11900 
„ 12960 

20 ” 30 ” 4,5 ” 11930 ” 
13040 
15150 
1006 » 19200 ,, 
„ 

25 „ 


Das Spulenfeld allein beträgt in der Mitte der Achse 
80.J Gauss, wenn J die Stromstärke in Ampere bedeutet. 

Das Totalgewicht des Magnets beträgt ca. 600 kg. 

Um die Beurteilung der Wirkung desselben zu erleichtern, 
sei erwähnt, daß der große Weisssche Magnet mit Polkernen 


664 The Svedberg. Über einen großen Elektromagnet usw. 
von 150 mm Diameter bei der gleichen Amperewindungszahl 


und dem Interferrikum Länge = 20 mm, Diameter = 25 mm 
ein Feld von ca. 22000 Gauss ergab. 
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—, feldstärke in Gauss 
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Fig. 2. Fig. 8. 


Herrn Professor O. Widman, dem ehemaligen Chef des 
Chemischen Universitätslaboratoriums, der mit großem Wohl 
wollen meinem Wunsche, einen Magnet zu bauen, entgegen- 
gekommen ist und mir die nötigen Geldmittel zur Verfügung 
stellte, spreche ich meinen ergebensten und herzlichsten 
Dank aus. Auch dem hiesigen Universitätsmechaniker und 
Direktor der Akt.-Ges. J. L. Rose, Herrn G. Rose, möchte 
ich für die einsichtsvolle Leitung der Arbeiten beim Bau deg 
Magnets meinen Dank erstatten. 


Upsala, Chem. Universitätslaboratorium, März 1917. 
(Eingegangen 7.. April 1917.) 


Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 
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